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Prefazione
Ci sono molti modi di esporre la logia, a seonda he si pensi a lettori �loso�,matematii, informatii o rieratori di intelligenza arti�iale1. Non he la logiasia diversa (anhe se spesso si sente parlare di logia matematia, logia �loso�a,eetera), ma piuttosto diverso �e l'uso he della logia si intende fare nei diversiampi.In matematia la logia �e strumento per formalizzare il ragionamento; di qui lasua forza e il suo limite per quanto riguarda l'appliabilit�a all'informatia. Infattiil ragionamento matematio fa riferimento a realt�a idealizzate, dove le verit�a sononote on ertezza, eterne e immutabili, dove il sillogismo �e un meanismo adeguatoper trarre onseguenze.In informatia la logia ha molteplii usi: dalla veri�a di programmi2, alladimostrazione automatia di teoremi, alla rappresentazione della onosenza in in-telligenza arti�iale e alla rappresentazione del ragionamento quotidiano.La di�erenza he emerge immediatamente rispetto alla matematia �e la naturaostruttiva dei metodi risolutivi: in informatia interessano metodi ostruttivi, epossibilmente eÆienti. In intelligenza arti�iale, non �e possibile ragionare in unasituazione di \mondo hiuso", io�e a onosenza ompleta e immutabile nel tempo:se si vuole riprodurre il ragionamento umano bisogna individuare aloli he per-mettano inferenze anhe in situazione di onosenza inompleta, mutevole, e hesappiano ragionare di azioni, ambiamenti e di verit�a he variano nel tempo.La riera in logia e deduzione automatia �e stata molto attiva in questo seoloe ha portato allo sviluppo di sistemi di deduzione e alla realizzazione di sistemi di1Talvolta per \intelligenza arti�iale" useremo l'aronimoAI, dall'inglese Arti�ial Intelligene.2Senza dimentiare il ruolo della logia proposizionale nella teoria dei iruiti logii.



iiveri�a automatia (o interattiva) di propriet�a3.Dall'altra parte, la riera su semantia dei linguaggi e sistemi di program-mazione da un lato, di intelligenza arti�iale dall'altro, hanno fatto emergere deiproblemi nuovi, non trattati da quella he �e diventata universalmente nota omelogia lassia. Tra questi i pi�u signi�ativi sono: il fatto he il tempo passa e sideve poter parlare di propriet�a he iniziano a valere o essano di valere, il fatto heonosenza si aggiunge attraverso l'osservazione e l'esperienza e a ogni istante sideve essere in grado di ragionare al meglio di i�o he si onose.Per molti anni i rieratori in intelligenza arti�iale hanno ri�utato la logia omeformalismo di rappresentazione della onosenza, proprio perh�e ne vedevano i limitiderivanti dalle sue origini di strumento per ragionare di oggetti matematii, quindiidealizzati. La riera si �e peri�o rivolta alla de�nizione di formalismi di rappre-sentazione alternativi, he permettessero di superare i limiti della logia. Anhe sequesta riera ha dato dei frutti interessanti, lo sotto he �e stato pagato, per anni,�e stato quello di avere a he fare on formalismi dalla sintassi inerta e dalla seman-tia osura. Si �e tornati quindi on rinnovato interesse alla logia { dagli anni '80soprattutto { on due approi: da una parte i fautori della logia del primo ordinehe hanno sostenuto e sostengono he tutto si pu�o { quindi si deve { rappresentare inlogia del primo ordine, eventualmente on varie estensioni, dall'altra i fautori dellamessa a punto di nuove logihe ad ho per risolvere quei problemi he nella logialassia non trovano faile espressione. Sono state quindi sviluppate varie forme dilogihe modali per tener onto delle modalit�a he pi�u frequentemente si inontranoin intelligenza arti�iale, quali la onosenza, le redenze, la possibilit�a, la neessit�a,eetera.Questo testo �e stato pensato per lettori interessati prinipalmente alle appliazionidella logia all'intelligenza arti�iale. L'enfasi ostante �e quindi al linguaggio dellalogia ome formalismo di rappresentazione della onosenza e agli apparati deduttiviome strumenti per l'automazione delle inferenze.Trattiamo la logia proposizionale e la logia del primo ordine lassihe, perh�esono quelle he trovano pi�u largo impiego in AI. Tra gli apparati deduttivi presen-tiamo il sistema hilbertiano e la deduzione naturale; il primo per la sua importanzastoria, il seondo perh�e molto intuitivo. Aenniamo alla risoluzione { perh�estoriamente ha avuto una notevole importanza, perh�e �e stata impiegata in moltidimostratori di teoremi e perh�e soggiae al linguaggio di programmazione PRO-LOG { ma soprattutto trattiamo il metodo dei tableau, he all'eleganza formaleaggiunge una maggiore leggibilit�a e intuitivit�a.Suessivamente mostriamo alune importanti appliazioni della logia in intel-ligenza arti�iale.Altre logihe per l'intelligenza arti�iale, ome pure gli aspetti legati a tenihedi implementazione di dimostratori automatii e di basi di onosenza, non sonotrattati nella presente versione di questo testo.3Sistemi per la veri�a automatia di hardware sono da tempo una realt�a.



iiiOrganizzazione del testoL'esposizione �e divisa in tre parti.Nella prima parte vengono introdotte le nozioni di base: dopo avere riordatoaluni onetti fondamentali della teoria degli insiemi, della riorsione, della alo-labilit�a, della deidibilit�a e della omplessit�a omputazionale, si passa a introdurrela nozione di sistema formale illustrandone la sintassi, la semantia e so�ermandosisulla nozione di deduzione.Nella seonda parte vengono introdotte la logia proposizionale e la logia del primoordine, ne vengono illustrati sintassi, semantia e deidibilit�a. Viene presentatol'apparato deduttivo assiomatio hilbertiano, introduendo le nozioni di ompletezzae orrettezza dell'apparato deduttivo rispetto alla semantia. Viene poi introdottala deduzione naturale. Partiolare enfasi viene posta all'aspetto della deduzioneautomatia: vengono presentati il metodo dei tableau e la risoluzione, supportati |nel aso del alolo dei prediati | dalle nozioni di uni�azione e skolemizzazione.Nella terza parte in�ne vengono presentate alune appliazioni signi�ative dellalogia in AI. Viene trattato il ragionamento di senso omune e il ragionamento insituazioni di onosenza inompleta. Viene poi illustrato il ragionamento di tipoabduttivo. Viene illustrato il problema della diagnosi, sia on approio abduttivohe basato su modelli. Viene poi illustrato il ragionamento su azioni e ambiamenti;in partiolare viene introdotto il alolo delle situazioni e si a�ronta il problemadella piani�azione delle azioni di un robot;Ogni apitolo si hiude on un riassunto delle nozioni pi�u importanti introdotte;ogni paragrafo �e orredato da molti esempi e si onlude on una serie di eserizi.Oltre a eserizi \lassii", volti a favorire una migliore omprensione delle nozionifondamentali, abbiamo inserito eserizi ispirati a problemi di intelligenza arti�iale.Molti di questi sono ripresi esattamente { o adattati { da ompiti d'esame del orsodi Intelligenza Arti�iale tenuto presso la Faolt�a di Ingegneria dell'Universit�a diRoma \La Sapienza".Abbiamo deiso di non segnalare erti paragra� ome \opzionali" o erti eseriziome \diÆili" in quanto i gusti e il bakground dei vari lettori possono variare.Il testo si hiude on una ria bibliogra�a, sia per approfondimenti sulle nozioni dibase, sia per il lettore he voglia indirizzarsi alla riera nel settore e voglia ostruirsiun quadro dello stato dell'arte.Il testo pu�o essere trattato in modo parziale: in un orso introduttivo di in-telligenza arti�iale, per esempio, possono essere omesse molte dimostrazioni e ap-profondimenti teorii e, tra le appliazioni di AI, se ne possono segliere alune aseonda dell'enfasi he si vuole dare al orso. Il materiale pu�o essere trattato inmodo pi�u ompleto in un orso di \Logia per l'intelligenza arti�iale".Questa �e la quarta versione del testo he, pur se molto aggiornata e ampliatarispetto alle versioni preedenti, non �e anora ompleta. Manano dei apitoli e



ivaltri abbisognano anora di qualhe emendamento; mana un indie analitio e labibliogra�a va arrihita di altre voi.Chi desideri fare osservazioni o fornire suggerimenti su questo testo i far�a osagradita se invier�a un messaggio di posta elettronia a: faiello, pirrig�dis.uniroma1.it.RingraziamentiInnanzitutto ringraziamo gli studenti del orso di Intelligenza Arti�iale del Corsodi laurea in Ingegneria Informatia dell'Universit�a di Roma \La Sapienza", hesono stati lettori attenti di una serie di versioni preliminari di questo testo. Unringraziamento partiolare a Gianfrano Piazzolla e Stefano Petrelli.Ringraziamo Maro Benedetti e Marta Cialdea per avere riletto una preedenteversione e per le future riletture. Luigia Carlui AielloFiora PirriRoma, Marzo 2001
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2 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IA



Parte INozioni di Base

Introduiamo nel apitolo 1 le nozioni di insieme, funzione e relazionee di ardinalit�a degli insiemi. Aenniamo l'induzione e la riorsionee la ostruzione induttiva di insiemi. Presentiamo poi la nozione dialolabilit�a e deidibilit�a e forniamo alune nozioni introduttive diomplessit�a omputazionale.Il apitolo 2 ontiene la de�nizione di logia o sistema formale; nevengono presentati: linguaggio, interpretazione e apparato deduttivo.





Capitolo 1PreliminariQuesto apitolo ha la funzione di far familiarizzare il lettore on una terminologia euna notazione he saranno utilizzate ampiamente in seguito.Iniziamo riordando alune nozioni sulla teoria degli insiemi e su relazioni, fun-zioni, operazioni, e loro propriet�a. Per la maggior parte queste nozioni sono er-tamente note; si invita tuttavia a riperorrerle: esse sono introduttive ai paragra�suessivi he trattano di ardinalit�a di insiemi, funzioni alolabili e problemi dideisione. Introduiamo poi i prinipi di induzione matematia, l'induzione e lariorsione su insiemi. Chiudiamo il apitolo presentando le nozioni di base dellaomplessit�a omputazionale.1.1 InsiemiUn insieme �e una ollezione di oggetti, detti elementi dell'insieme. Sriviamo x 2 Sper dire he l'oggetto x �e un elemento dell'insieme S e x 62 S per dire he l'oggettox non �e elemento di S. x = y sta a denotare he l'oggetto x �e uguale all'oggetto y.Se S e T sono due insiemi e S = T , allora per ogni oggetto x, x 2 S sse x 2 T ; dovesse signi�a se e solamente se. Vieversa, prinipio di estensionalit�a:Se S e T sono due insiemi e per ogni oggetto x, x 2 S sse x 2 T , alloraS = T .Osserviamo quindi he fx; y; xg = fx; yg, e he fx; yg = fy; xg, io�e in un insiemetutti gli elementi sono distinti e l'ordine in ui essi ompaiono �e irrilevante. L'insiemevuoto, ovvero l'insieme senza elementi, viene denotato on ;. Per ogni oggetto x,esiste un insieme fxg il ui unio elemento �e proprio x; fxg viene di solito dettosingoletto. Pi�u in generale, per ogni insieme �nito di oggetti x1; : : : ; xn esiste uninsieme fx1; : : : ; xng i ui elementi sono esattamente tali oggetti.5



6 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IAPossiamo estendere tale notazione a insiemi in�niti. f0; 1; 2; : : :g �e l'insieme deinaturali N e f: : : ;�1; 0; 1; : : :g �e l'insieme degli interi relativi Z.Sriviamo fxjP (x)g per indiare l'insieme di tutti gli oggetti x tali he P (x)valga, ovvero tutti gli oggetti per i quali valgano erte asserzioni { o propriet�a { heindihiamo on P . L'insieme di tali x �e detto l'estensione di P .Esempio 11. fx j x 2Ze x > 0g �e l'insieme degli interi positivi.2. fx j x 2 frosso; giallo; araniog e x �e un olore fondamentaleg �e l'insiemefrosso; giallog.Se S e T sono due insiemi e tutti gli elementi di S sono elementi di T diiamo he S�e un sottoinsieme di T e sriviamo S � T ; diiamo anhe he T �e un soprainsiemedi S. Se S � T e S �e diverso da T diiamo he S �e un sottoinsieme proprio di T ehe T �e un soprainsieme proprio di S e lo indihiamo on S � T . Ogni insieme �esottoinsieme di s�e stesso e ; �e sottoinsieme di ogni insieme.L'insieme potenza di un insieme S, sritto }S { detto anhe insieme delle partidi S { �e l'insieme formato da tutti i sottoinsiemi di S:}S = fX j X � Sg:Esempio 21. }; = f;g2. }f;g = f;; f;gg3. }fx; yg = f;; fxg; fyg; fx; ygg:L'unione di due insiemi S e T , sritto S [T , �e l'insieme di tutti gli oggetti he sonoelementi di S oppure di T . L'intersezione di due insiemi S e T , sritto S \ T , �el'insieme di tutti gli oggetti he sono elementi sia di S he di T . S e T sono disgiuntise la loro intersezione �e vuota.Sia S un insieme i ui elementi sono insiemi, l'unione di tali insiemi �e l'insieme:[S = fx : x appartiene a qualhe elemento di Sgsimilmente, l'intersezione di tali insiemi �e l'insieme\S = fx j x appartiene a tutti gli elementi di Sg:In partiolare [}S = S. Nel aso in ui abbiamo un insieme Sn on n 2 N, srivia-mo l'unione di tali insiemi [n2NSn o, pi�u sempliemente, [n Sn. Useremo un'analoganotazione per l'intersezione.Dati due insiemi X e Y on X � Y hiamiamo Y � X (sritto anhe Y nX)insieme omplemento di X in Y . Se l'insieme Y pu�o essere sottinteso, sriviamoanhe X . Ovviamente (Y �X) \X = X \X = ; e (Y �X) [X = X [X = Y .



1.1. Insiemi 7Esempio 31. fx; yg � fx; yg2. fxg � fx; yg3. fxg � fx; yg4. fx; yg [ fy; zg = fx; y; zg5. fx; yg \ fy; zg = fyg6. Il omplemento di fx; yg in fx; y; zg �e fzg:Una oppia ordinata di oggetti x e y �e de�nita in modo tale hehx; yi = hz; ti sse x = z e y = t:Notare he hx; yi 6= hy; xi e he hx; xi denota la oppia in ui il primo e il seondoelemento sono uguali tra di loro.Una n-upla ordinata di oggetti x1; : : : ; xn �e de�nita ome:hx1; : : : ; xni = hhx1; : : : ; xn�1i; xnidove hx1; : : : ; xn�1i �e una (n-1)-upla ordinata.Diiamo he � �e una sequenza �nita di elementi di T sse � = hs1; : : : ; sni perqualhe intero positivo n e iasun si 2 T . Un segmento di una sequenza �nita � =hs1; : : : ; sni �e una sequenza �nita �0 = hsk; sk+1 : : : ; sm�1; smi, dove 1 � k � m � n.Dati due insiemi S e T , possiamo formare l'insieme S � T di tutte le oppie hx; yiper le quali x 2 S e y 2 T . L'insieme S � T �e hiamato il prodotto artesiano diS e T . Sn �e l'insieme di tutte le n-uple di elementi di S, per esempio, per n = 4:S4 = (((S � S)� S)� S).1.1.1 EseriziEserizio 1 Dimostrare he se S �e omposto da n elementi (eventualmente n = 0),il numero di elementi in }S �e 2n.Eserizio 2 Veri�are le seguenti propriet�a:S \ S = S S \ T = T \ SS \ (T \ R) = (S \ T ) \ RS \ ; = ; S [ ; = SS \ T � S S \ T � TS \ (T [ R) = (S \ T ) [ (S \R)S [ (T \R) = (S [ T ) \ (S [R):



8 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IA1.2 Relazioni, funzioni e operazioniUna relazione binaria R tra due insiemi S e T �e un insieme di oppie ordinate hx; yion x 2 S e y 2 T , io�e R �e un sottoinsieme del prodotto artesiano S � T (insimboli: R � S � T ). Il dominio di R �e l'insieme di tutti gli oggetti x tali hehx; yi 2 R per qualhe y. Il odominio di R �e l'insieme di tutti gli oggetti y tali hey = f(x) per qualhe x. L'unione del dominio e del odominio di una relazione R sihiama il ampo di R o estensione.Una relazione n-aria su un insieme S �e un sottoinsieme di Sn, n � 1. In partio-lare, se n = 1 la relazione R su S si die unaria ed �e un sottoinsieme di S; se n = 2la relazione R su S si die binaria ed �e un sottoinsieme di S2, eetera.Talvolta le relazioni binarie vengono sritte on notazione in�ssa, io�e si srivexRy invee di hx; yi 2 R.Esempio 41. fhx; xi j x 2 Sg �e una relazione binaria su S.2. fhx; yi j hx; yi 2 N2 e x �e minore o uguale a yg �e una relazione binariasu N e preisamente la relazione d'ordine naturale su N. Essa viene srittasolitamente on notazione in�ssa, io�e ome x � y.3. fhx; y; zi j hx; y; zi 2 R3 e x2+ y2 = z2g �e una relazione ternaria sull'insiemedei reali R. Tale relazione �e hiamata il luogo geometrio dei punti in R3 hesoddisfano l'equazione x2 + y2 = z2.Una funzione f da un insieme S a un insieme T �e una relazione f � S � T tale heper ogni x he appartiene al dominio di f esiste un unio y per ui hx; yi 2 f ; taleunio y �e detto il valore f(x) he f assume in orrispondenza dell'argomento x. Sex 2 S �e nel dominio di f allora si die he f(x) �e de�nito, o anhe he f �e de�nitain x. Quindi una funzione f �e de�nita per tutti gli elementi del suo dominio. Se ildominio di f oinide on S si die he f �e totale, altrimenti f �e detta parziale.Dati due insiemi S e T , se f �e una funzione da S in T sriviamof : S 7! Tper indiare he il dominio di f �e ontenuto in S �e e he il odominio di f �e ontenutoin T . In partiolare f(S) = fy j y = f(x); x 2 Sg si hiama (l'insieme) immagine dif , mentre l'insieme f�1(y) = fx j y = f(x)g si hiama (l'insieme) immagine inversadi f in y.La nozione di immagine inversa si estende da un elemento a un sottoinsiemedel odominio di una funzione f . Sia f : S 7! T , se V �e un sottoinsieme di T ,l'immagine inversa di V seondo f �e f�1(V ) = fx j x 2 S; e f(x) 2 V g, io�ef�1(V ) = Sy2V f�1(y).Se f �e una funzione da S a T diremo in genere, he f applia S in T , oppure,usando un omodo inglesismo, he f mappa S in T .



1.2. Relazioni, funzioni e operazioni 9Una funzione f : S 7! T �e iniettiva se per ogni x; y 2 S on x 6= y, risulta f(x) 6=f(y), io�e se l'immagine inversa di ogni elemento del odominio di f �e un insiemeostituito da un solo elemento di S. Una funzione �e suriettiva se per ogni y 2 Tesiste un x in S tale he f(x) = y, in tal aso f(S) = T . Una funzione totalesuriettiva e iniettiva �e detta biiettiva o biunivoa o anhe uno-a-uno.Una funzione f : S 7! T �e detta unaria o a un argomento. La nozione di fun-zione si estende failmente a pi�u argomenti. Consideriamo S �S, e f : S � S 7! T ;in questo aso f �e detta a due argomenti o binaria. Se la oppia hx1; x2i �e neldominio di f sriviamo f(hx1; x2i) = f(x1; x2). Tale notazione si pu�o estendere an-uple: f(hx1; : : : ; xni) = f(x1; : : : ; xn) per indiare f : S1 � : : : � Sn 7! T , dovef(x1; : : : ; xn) = y on xi 2 Si, 1 � i � n, e y 2 T .Un'operazione n-aria su un insieme S �e una funzione da Sn in S.Esempio 5 La divisione intera �e una operazione binaria suZ; essa �e parziale perh�enon �e de�nita per quelle oppie il ui seondo elemento �e 0.Se f �e una operazione binaria su S, essa si pu�o anhe srivere on notazione in�ssa,io�e sriviamo x1fx2 invee di f(hx1; x2i) oppure di f(x1; x2).Se f �e una operazione n-aria su S, la restrizione di f ad un sottoinsieme V di S �ela funzione fV avente dominio V n e he onorda on f in iasun punto di V n:fV = f \ (V n � S)avremo fV (v1; : : : ; vn) = x sse vi 2 V e f(v1; : : : ; vn) = x.Una partiolare operazione unaria su S �e la funzione identit�a i de�nita ome:i(x) = x per x 2 S:Data una relazione binaria R � S � T , la relazione inversa di R �e de�nita omeR�1 = fhy; xijhx; yi 2 Rg. Pertanto, dalla de�nizione segue he (R�1)�1 = R.Analogamente, data una funzione f : S 7! T , f ammette una funzione inversaf�1 : T 7! S se f �e iniettiva. Infatti, se la funzione �e iniettiva le immagini inversedegli elementi di T sono insiemi ostituiti da un solo elemento di S, per ui si pu�ode�nire f�1(y) = x.Esempio 61. La funzione doppio f : N 7! N, f(x) = 2 � x �e iniettiva, ma non suriettiva.2. La funzione f : N 7! N, f(x) = x � 10 (dove x� y india il quoziente delladivisione tra x e y) non �e iniettiva e neanhe suriettiva.3. La funzione f : N 7! N � f0g, f(x) = x + 1 �e iniettiva e suriettiva, io�e �ebiunivoa, la funzione inversa f�1 essendo f�1(y) = y � 1.4. La funzione somma f : N�N 7! N, f(x; y) = x+y non �e iniettiva, quindi non�e invertibile; infatti, dato un elemento n 2 N, esistono pi�u oppie di numerinaturali hx; yi tali he x+ y = n.



10 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IADate due funzioni f : S 7! T e g : T 7! U la omposizione di f e g �e la funzionef Æ g : S 7! U tale he (f Æ g)(x) = g(f(x)) per ogni x 2 S. (f Æ g)(x) �e de�nita ssesono de�nite entrambe g(f(x)) e f(x).Esempio 7 Se g(x) = 2�x e f(x) = x+3 allora (f Æg)(x) = 2�(x+3) e (gÆf)(x)= (2 � x) + 3.1.2.1 EseriziEserizio 3 Sia f : S 7! T , e siano A;B � S, veri�are se f(A\B) = f(A)\f(B)e se f(A [B) = f(A) [ f(B).Eserizio 4 Siano f : S 7! T , g : T 7! U e h : U 7! Z tre funzioni. Veri�arehe (f Æ (g Æ h))(x) = ((f Æ g) Æ h)(x). Se f e g sono biiettive, mostrare he f Æ g �ebiiettiva.1.3 Propriet�a delle relazioniIntroduiamo ora alune importanti propriet�a delle relazioni.Data una relazione binaria R su S diiamo he:R �e riessiva sse hx; xi 2 R per ogni x 2 S;R �e antiriessiva (o irriessiva) sse hx; xi 62 R per ogni x 2 S;R �e simmetria sse hx; yi 2 R qualora hy; xi 2 R;R �e antisimmetria sse hx; yi 2 R implia he hy; xi =2 R;R �e asimmetria sse non �e simmetria n�e antisimmetria;R �e transitiva sse hx; yi 2 R e hy; zi 2 R omporta he hx; zi 2 R.Esempio 81. La relazione \essere sposati on" sull'insieme U degli esseri umani non �e ri-essiva, �e simmetria, non �e transitiva.2. La relazione \essere �glio di" sull'insieme U degli esseri umani non �e riessiva,non �e simmetria (�e antisimmetria), non �e transitiva.3. La relazione \essere avo di" sull'insieme U degli esseri umani non �e riessiva,non �e simmetria (�e antisimmetria), �e transitiva.4. La relazione \essere minore o uguale di" sull'insieme N �e riessiva, non �esimmetria (�e asimmetria), �e transitiva.



1.3. Propriet�a delle relazioni 115. La relazione \essere (strettamente) minore di" sull'insieme N non �e riessiva,non �e simmetria (�e antisimmetria), �e transitiva.De�nizione 1.1 Una struttura relazionale SR �e una n-upla in ui la prima om-ponente �e un insieme non vuoto W hiamato universo o dominio di SR e le uirimanenti omponenti sono relazioni (di arit�a varia) su W .Un ordine parziale o semiordinamento �e una struttura relazionale data da una oppiahS;Ri in ui S �e un insieme ed R �e una relazione binaria irriessiva e transitiva suS.Una relazione R di semiordinamento �e un ordinamento sull'insieme S sse R �e tran-sitiva e per ogni x; y 2 S una e una sola delle tre ondizioni seguenti �e soddisfatta(questa propriet�a �e di solito detta triotomia):1. x = y;2. hx; yi 2 R;3. hy; xi 2 R.In genere, un ordinamento �e anhe hiamato ordine totale.De�nizione 1.2 Sia hS;Ri una struttura relazionale on R relazione binaria suS. R+, la hiusura transitiva di R, �e la pi�u piola relazione transitiva su S heontiene R. Inoltre, R�, la hiusura riessiva e transitiva di R, �e la pi�u piolarelazione riessiva e transitiva su S he ontiene R, io�eR� = \fR0 j R0 relazione riflessiva e transitiva su S e R � R0g:Si pu�o dimostrare he, dati due elementi u e v di S, uR�v sse esiste una sequenza�nita di elementi u = w0; w1 : : : ; wn = v (0 � n) di S tali he per ogni i < n siabbia wiRwi+1. Quindi dire he uR�v signi�a dire he v �e raggiungibile da u in unnumero �nito di R-passi.R �e una relazione di equivalenza su un insieme S sse R �e una relazione binaria su She �e riessiva, simmetria e transitiva.Data una relazione di equivalenza R su un insieme S, la lasse di equivalenza di unelemento x 2 S �e de�nita ome:[x℄ = fy j hx; yi 2 Rg:Dato un insieme S, una partizione di S �e una famiglia di sottoinsiemi non vuoti diS, a due a due disgiunti e tali he la loro unione sia S.Si pu�o failmente veri�are he, data una relazione di equivalenza R in S, le lassi diequivalenza generate da R partizionano S. In altri termini, le lassi di equivalenzadi S sono sottoinsiemi non vuoti di S tali he ogni elemento di S appartiene a unae una sola lasse di equivalenza.



12 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IASi pu�o altrettanto failmente veri�are he, data una qualunque partizione di un in-sieme S, essa indue una relazione di equivalenza su S; ponendo infatti due elementidi S in relazione R sse essi appartengono allo stesso elemento della partizione si hahe R �e una relazione di equivalenza.Data una relazione di equivalenza ' in S, la partizione he essa determina diesil'insieme quoziente di S rispetto a ', o anhe modulo ', e si india on S= ' o S'.Esempio 91. La relazione < sull'insieme N �e una relazione d'ordine totale.2. Sia � la relazione di ontenimento proprio tra due insiemi. La relazione � su}N �e un ordine parziale.3. La relazione x ' n y sui naturali de�nita ome x ' n y sse (x mod n) =(y mod n) (io�e se il resto della divisione intera tra x e n �e lo stesso diquello della divisione intera tra y e n) �e una relazione di equivalenza. Nel ason = 4, le lassi di equivalenza sono [0℄; [1℄; [2℄ e [3℄. L'insieme quoziente �ef[0℄; [1℄; [2℄; [3℄g, spesso indiato on N4.1.3.1 EseriziEserizio 5 Dare un esempio di relazione riessiva sui naturali.Eserizio 6 Dare un esempio di relazione simmetria sui naturali.Eserizio 7 Dare un esempio di relazione antisimmetria sui naturali.Eserizio 8 Dare un esempio di relazione asimmetria sui naturali.Eserizio 9 Dimostrare he se una relazione �e simmetria e transitiva allora �e an-he riessiva.Eserizio 10 Dire se la relazione \on�nante on" tra due stati di un ontinente �euna relazione di equivalenza.



1.4. Cardinalit�a di insiemi 131.4 Cardinalit�a di insiemiDue insiemi S e T si diono equipotenti (e si srive S � T ) sse essi sono in orrispon-denza biunivoa, io�e sse esiste una funzione biunivoa tra i due.Un insieme S �e �nito se esiste una funzione biiettiva tra l'insieme S e l'insiemef0; 1; 2; : : : ; ng, per qualhe n. Sia N = f1; 2; : : : ng, se un insieme S �e equipotentea N si die he la ardinalit�a o potenza di S �e n e si srive: jSj = jN j = n. I numerinaturali n sono detti numeri ardinali �niti, gli altri ardinali sono detti trans�niti.Esempio 101. L'insieme dei giorni della settimana �e �nito e ha ardinalit�a 7.2. L'insieme delle voali dell'alfabeto dell'italiano �e �nito e ha ardinalit�a 5.La ardinalit�a dell'insieme N �e denotata on �0 (alef on zero). �0 �e il pi�u pioloardinale trans�nito. Ovviamente, per ogni ardinale �nito n si ha he n < �0. Uninsieme di potenza �0 �e detto numerabile. Un insieme S �e numerabile sse esiste unafunzione biiettiva tra l'insieme S e l'insieme dei naturali N.Esempio 111. L'insieme dei numeri pari �e numerabile.2. L'insieme dei numeri interi �e numerabile.3. Il prodotto artesiano N � N �e numerabile.I primi due esempi sono abbastanza intuitivi. Per provare he esiste una biiezionetra l'insieme fhn;mijn;m 2 Ng, ostruire i primi k � k elementi di una matriein�nita. Gli elementi della prima riga sono tutte le oppie h0; ni, n � 0, gli elementidella seonda riga saranno tutte le oppie h1; ni, n � 0 e os�� via. Costruire unabiiezione on N ome segue f(h0; 0i) = 0, f(h0; 1i) = 1, f(h1; 0i) = 2, f(h0; 2i) = 3,f(hi; ji) = i+ (i+ j)� (i+ j + 1)2 .Quanto abbiamo visto preedentemente, si pu�o generalizzare on il seguente teo-rema:Teorema 1.3 Sia S un insieme �nito o numerabile. L'insieme S di tutte le se-quenze �nite di elementi di S �e anh'esso numerabile.Dimostrazione Lasiata al lettore (si veda l'eserizio 11). Si riorda he l'insieme ditali sequenze pu�o essere de�nito omeS = [n2N Sn+1



14 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IAPoih�e S �e �nito o numerabile esiste una funzione biiettiva he porta S in N o inun suo sottoinsieme �nito. Basta quindi trovare una funzione he porta sequenzedi S in N. L'insieme S os�� ostruito viene spesso indiato on S� dove � �e detto\operatore stella di Kleene".D'altro anto esiste una gerarhia in�nita di insiemi non numerabili. Si pu�o di-mostrare he se jSj = �, j}Sj = 2� e he � < 2� per ogni � �nito o trans�nito. Se� = �0, 2�0 viene hiamato la ardinalit�a del ontinuo e denotato on  oppure on�1. Una ipotesi omunemente aettata in matematia �e he non esistano ardinalit�aintermedie tra �0 e 2�0 = , questa �e detta ipotesi del ontinuo.La tenia di dimostrazione he onsiste nel tentare di ostruire una biiezione traun insiemeX supposto non numerabile e N e nel veri�are he qualhe elemento diXsfugge alla biiezione �e stata inventata da Cantor per dimostrare la non numerabilit�adei reali (e io�e he 2�0 �e strettamente superiore ad �0) e si hiama tenia didiagonalizzazione.Dimostriamo, usando il metodo di Cantor, he }N non �e numerabile.L'idea della diagonalizzazione �e la seguente. Supponiamo he si possa stabilireuna orrispondenza biunivoa tra N e }N. Questa i permette di enumerare tuttigli elementi di }N: X0, X1, X2,: : :, Xn, : : :. Costruiamo un insieme Y segliendoper iasun Xi un elemento he non appartiene a Xi, sia esso ni. Cos�� prendiamon0 he non appartiene a X0, n1 he non appartiene a X1, eetera. Y hiaramenteappartiene a }N, ma per ostruzione non �e in orrispondenza on alun n perh�edi�erise da iasunXn almeno per l'elemento xn. Questo mostra he '�e un elementodi }N he �e sfuggito alla numerazione, quindi }N non �e in orrispondenza biunivoaon N.1.4.1 EseriziEserizio 11 Dimostrare it teorema 1.3Eserizio 12 Dimostrare he se jSj = n allora j}Sj = 2n, per ogni naturale n.Eserizio 13 Dimostrare he la ardinalit�a dell'insieme dei numeri primi �e �0.Eserizio 14 Dimostrare he �0+n = �0; �0+�0 = �0; �0�n = �0; �0��0 = �0.1.5 Prinipi di induzione matematiaSe C �e il ampo di una relazione R su un insieme X, sia S un sottoinsieme di C;un elemento x di S si die R-minimo in S se hx; zi 2 R per ogni z 2 S diverso dax. Un buon ordinamento �e un ordinamento tale he ogni sottoinsieme non vuoto delampo di R ha un elemento R-minimo.



1.5. Prinipi di induzione matematia 15[Assioma del Buon ordinamento ℄Ogni sottoinsieme non vuoto dei numeri naturali possiede un elementominimo.In altre parole, se ; 6= S � N, allora esiste un m, m 2 S tale he m < n per ognin 2 S (ovverom �eR-minimo, doveR �e la relazione<). Abbiamo utilizzato il termineassioma perh�e assumiamo, in questo ontesto, tale propriet�a ome primitiva. Daessa si possono dimostrare altre propriet�a. Una propriet�a he si deriva �e l'induzione:Teorema 1.4 [Prinipio di induzione matematia ℄ Sia A(n) una asserzionesull'insieme dei naturali N e supponiamo he:1. A(0) �e vera;2. per ogni k 2 N, se �e vera A(k) allora �e vera A(k + 1).Allora A(n) �e vera per ogni n 2 N.Dimostrazione Sia S l'insieme dei naturali per ui l'asserzione �e falsa, io�e S =fxjx 2 N; A(x) �e falsag. Vogliamo dimostrare he S �e vuoto. Supponiamo hesia S 6= ;, mostreremo he ne segue una ontraddizione. Per l'assioma del buonordinamento S ha un elemento minimo s e, per de�nizione di S, A(s) deve esserefalsa. Per l'ipotesi 1, A(0) �e vera, dunque s > 0, siome s �e il minimo di S, (s�1) 62S e peri�o A(s�1) �e vera. Ma, per 2, se A(s�1) �e vera anhe A((s�1)+1) = A(s)�e vera. Contraddizione. 2Teorema 1.5 [Prinipio di induzione ompleta ℄ Sia A(n) una asserzionesull'insieme dei naturali N e supponiamo he:1. A(0) �e vera;2. per ogni m 2 N, m > 0, se A(k) �e vera per ogni k, 0 � k < m, ne segue he �evera A(m).Allora A(n) �e vera per ogni n 2 N, n � 0.Dimostrazione Sia S l'insieme dei naturali x per ui l'asserzione A(x) �e falsa. Simil-mente alla preedente dimostrazione, supponiamo S 6= ; e sia s il minimo. Osser-viamo he per l'ipotesi 1, A(0) �e vera, dunque s > 0, e A(k) �e vera per ogni k < s,pertanto da 2 segue he A(s) �e vera. Contraddizione. 2Mostriamo ora un problema la ui dimostrazione neessita dell'induzione mate-matia nella seonda forma, ovvero l'induzione ompleta:Esempio 12 Siano n;m due interi on m > 0 e n � 0. Esistono due interi q; r on0 � r < m, tali he n = m� q + r.



16 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IADimostrazione Per induzione ompleta. Dati m ed n, dobbiamo trovare q ed r perui n = mq + r.(Passo Base) Se n = 0 allora l'asserto A(0) �e veri�ato on q = r = 0.(Passo Induttivo) Sia n > 0, dobbiamo veri�are he A(n) segue dall'ipotesi heA(k) �e vero per ogni k, 0 � k < n. Se m > n �e suÆiente porre q = 0 e r = n.Se m � n allora 0 � n �m < n e per ipotesi induttiva A(n �m) �e vero. Dunqueesistono due numeri q0 ed r0 tali he n � m = m � q0 + r0, 0 � r0 < m. Alloran = m+m� q0+ r0 = m� (1 + q0) + r0. Dunque abbiamo dimostrato A(n) e, per ilprinipio di induzione, A(n) �e vera per ogni n. 21.5.1 EseriziEserizio 15 Dimostrare he la somma dei primi n dispari �e uguale a n2. Sugge-rimento: usare l'induzione.Eserizio 16 Dimostrare he:(1 + x)n =  n0 !+  n1 ! x+  n2 !x2 + : : :+  nn ! xnUsare l'induzione.1.6 Induzione e riorsione su insiemiLa tenia di dimostrazione per induzione sui naturali, he abbiamo riordato nelpreedente paragrafo, �e ampiamente nota: per provare un asserto A, o una ertapropriet�a A, relativa ai naturali, si prova A(0) e quindi si prova he se �e vero A(n)allora �e vero A(n + 1). In e�etti, tale tenia di ragionamento si basa sul modo inui l'insieme dei naturali �e de�nito: il prinipio di induzione matematia riala la\struttura" dei naturali. I naturali sono generati da un insieme iniziale, f0g, permezzo di una operazione suessore, s:N = f0; s(0); s(s(0)); s(s(s(0))); : : :g:Quando stabiliamo l'asserto A per induzione, sfruttiamo il fatto he un generionumero naturale n �e ottenuto da 0 appliando n volte l'operatore s. E, quindi,appliare il prinipio di induzione per dimostrare he una propriet�a vale sui naturalisigni�a dire he se la propriet�a vale per lo zero e si onserva attraverso il passaggioda un numero al suo suessore, allora vale per tutti i naturali. E, infatti, tutti (e soli)i naturali si ottengono a partire dallo 0 mediante ripetute appliazioni dell'operatoresuessore.



1.6. Induzione e riorsione su insiemi 17In altri termini, �e proprio la de�nizione dell'insieme dei naturali, data da Peano,he permette il ragionamento induttivo. L'essenza di tale de�nizione �e he essa �eallo stesso tempo una tenia di ostruzione dell'insieme N e una tenia di prova.Spesso, in informatia e intelligenza arti�iale i troviamo a de�nire degli insiemiin�niti fornendo le regole di ostruzione dei relativi elementi, a partire da alunielementi onsiderati primitivi.Se vogliamo onepire una ostruzione per un insieme qualunque, in qualhemodo simile a quella dei naturali, he i permetta di e�ettuare dimostrazioni perinduzione sull'insieme ostruito possiamo fornire due metodi di de�nizione: unotop-down ed uno bottom-up. Vedremo (lemma 1.6) he i due metodi sono di fattoequivalenti.Dato un insieme U , supponiamo di voler ostruire un sottoinsieme di U a partire daaluni elementi iniziali di U , appliando erte operazioni. L'insieme he vogliamoostruire deve ontenere tutti gli elementi iniziali e tutti e soli gli elementi he sipossono ottenere da essi appliando ripetutamente tali operazioni.Sia = l'insieme di elementi iniziali (= � U) e sia F l'insieme di operazioni su U .Supponiamo he le unihe due operazioni in F siano:f : U � U 7! U g : U 7! Uvogliamo de�nire l'insieme, he hiamiamo C he ontiene tutto e solamente quellohe possiamo ostruire tramite f e g dall'insieme iniziale =.Osserviamo he l'insieme delle funzioni non deve essere neessariamente �nito,e neppure l'insieme iniziale. L'ipotesi he qui faiamo non �e restrittiva, i servesolo per sempliit�a. In e�etti, abbiamo selto espressamente una funzione unariae una binaria perh�e gli insiemi he andremo a ostruire suessivamente, sarannoaratterizzati dalla presenza di operazioni unarie e binarie.Mostriamo, prima di tutto, ome si de�nise l'insieme C seondo un metodo top-down.(top-down) Diiamo he un insieme S � U �e hiuso rispetto a f e g sse ogni qualvolta x; y 2 S allora sia g(x) he f(x; y) sono in S. Un insieme S �e detto induttivosu = mediante le funzioni di F (io�e f e g) sse = � S ed S �e hiuso rispetto a f e g.Sia C� = TS on S induttivo su = mediante f e g; abbiamo he x 2 C� sse xappartiene a tutti i sottoinsiemi induttivi di U . Ce ne deve essere almeno uno, peresempio U .Chiaramente C� �e il pi�u piolo insieme he ontiene = ed �e hiuso rispetto a fe g.(bottom-up) Vogliamo ostruire l'insieme C� a partire dall'insieme iniziale = � U ,appliando le operazioni f e g un numero �nito (ma arbitrario) di volte. De�niamouna sequenza ostruttiva di sottoinsiemi Ci di U , ome segue:C0 = =Ci+1 = Ci [ ff(x; y)jx; y 2 Cig [ fg(x)jx 2 Cig:



18 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IA�E hiaro he Ci � Ci+1, per ogni i � 0. De�niamo, oraC� = [i�0Ci:Lemma 1.6C� = C�.Dimostrazione Per provare C� = C� proviamo separatamente C� � C� e C� � C�.Per provare he C� � C� dobbiamo mostrare he C� �e induttivo, ovvero heontiene = (ma questo �e ovvio perh�e C0 � C�) e he �e hiuso rispetto a f e g.Supponiamo x 2 C�, pertanto x 2 Ci, per qualhe i � 0. Per de�nizione di Ci+1,g(x) 2 Ci+1 � C� e, pertanto, g(x) 2 C�. Un ragionamento analogo si pu�o fare perf(x; y). Quindi C� �e induttivo e, siome C� �e per ostruzione il pi�u piolo insiemeinduttivo, C� � C�.Per provare he C� � C�, oorre provare per induzione su i he Ci � C�, perogni i. Chiaramente = = C0 � C� perh�e C� �e induttivo. Assumiamo, per ipotesiinduttiva, he Ci � C�; supponiamo x; y 2 Ci � C�, siome C� �e induttivo allorag(x); f(x; y) 2 C� e, dunque, per de�nizione di Ci+1, Ci+1 � C�.Abbiamo, pertanto, mostrato he[i�0Ci = C� = C� = \fS j S induttivo su = mediante f e gg: 2Sia C = C� = C�. Chiamiamo C l'insieme generato da = per mezzo delle funzioni inF . Chiaramente l'insiemeC ontiene tutti e soli gli elementi he si possono ostruirea partire dall'insieme iniziale = per mezzo di f e g:Teorema 1.7 [Prinipio di induzione per insiemi induttivi ℄ Sia C l'insiemegenerato da = per mezzo delle funzioni in F . Se S �e un sottoinsieme di C heontiene = ed �e hiuso rispetto alle funzioni in F, allora S = C.Dimostrazione Per ipotesi S �e induttivo. Dunque, C� � S e per il lemma 1.6 C � S.Siome per ipotesi S � C, ne segue he C = S. 2Spesso i troveremo a de�nire delle funzioni riorsivamente su degli insiemi induttivi.Date erte regole ostruttive per gli elementi dell'insieme vogliamo de�nire dellefunzioni basandoi sulla ostruzione fatta. Ovvero vogliamo poter spei�are lefunzioni in base al valore he esse assumono sugli elementi iniziali e spei�ando ilomportamento delle funzioni sugli elementi ottenuti per ostruzione.Esempio 13 Quale illustrazione di de�nizione riorsiva he riala la struttura in-duttiva dei numeri naturali onsideriamo la seguente de�nizione della funzione fat-toriale:1. fatt(0) = 1,



1.6. Induzione e riorsione su insiemi 192. fatt(s(n)) = s(n)� fatt(n) per ogni n positivo.Il prossimo esempio mostra ome, usando lo shema seguito per la de�nizione del fat-toriale su un insieme ostruito a partire da un generio = ed F , non neessariamentesi pervenga alla de�nizione di una funzione.Esempio 14 Sia U = R, l'insieme dei numeri reali e siano:1. = = f0g,2. f(x; y) = x� y,3. g(x) = x+ 1.L'insieme C generato da =, e hiuso rispetto alle operazioni f e g, �e l'insieme deinaturali. Consideriamo una funzione h ostruita riorsivamente nel seguente modo:1. h(0) = 0;2. h(f(x; y)) = f(h(x); h(y));3. h(g(x)) = h(x) + 2.Una simile funzione h non esiste, infatti 1 = g(0), quindi:h(1) = h(g(0)) = h(0) + 2 = 2tuttavia, abbiamo anhe he: 1 = f(1; 1) e, quindi,h(1) = h(f(1; 1)) = h(f(g(0); g(0))) = f(h(g(0)); h(g(0))) = f(2; 2) = 4 2Introduiamo la nozione di insieme liberamente generato.De�nizione 1.8 Un insieme C �e liberamente generato da = per mezzo delle opera-zioni in F se �e generato e inoltre:1. Le funzioni f e g in F , ristrette a C, fC e gC , sono biiettive;2. Il odominio di fC , il odominio di gC e l'insieme = sono a due a due disgiunti.Osserviamo he, nel preedente esempio, C non �e liberamente generato.Teorema 1.9 [Teorema di riorsione ℄ Sia C un sottoinsieme di U , libera-mente generato da = � U per mezzo di f e g, dove f : U � U 7! U e g : U 7! U .Inoltre assumiamo he V sia un insieme qualunque, e F , G e h funzioni tali he:h : = 7! V , F : V � V 7! V e G : V 7! V . Esiste ed �e unia la funzione h : C 7! Vhe estende h e tale he:1. h(x) = h(x), per x 2 =;



20 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IA2. h(f(x; y)) = F (h(x); h(y)), per x; y 2 C,3. h(g(x)) = G(h(x)), per x 2 CIn altri termini il teorema die he la funzione h da = nell'insiemeV pu�o essere estesain modo unio a una funzione dall'insieme liberamente generato C, su ui abbiamole operazioni f e g, all'insieme V su ui abbiamo delle orrispondenti operazioni Fe G in modo he ommutino i seguenti diagrammi.C � C -f?hh; hiV � V C?hV-FC -g?hV C?hV-GDiamo solo una traia di questa dimostrazione, il lettore pu�o ompletarla omeeserizio (si veda l'eserizio 17).1. Siano V 0 � V e C 0 � C, ostruiamo delle funzioni v : C 0 7! V 0 tali he:i. per ogni elemento x he appartiene sia all'insieme degli elementi iniziali;= he a C 0 abbiamo v(x) = h(x)ii. se f(x; y) appartiene a C 0 allora anhe x e y appartengono a C 0 e, inoltre,v(f(x; y)) = F (v(x); v(y)). Analogamente, se g(x) appartiene a C 0, allorax appartiene a C 0 e v(g(x)) = G(v(x)).Sia Q l'insieme di tali funzioni v al variare di V 0 e C 0. Si pu�o dimostrare heQ non �e vuoto. De�niamo h omehx; yi 2 h sse v(x) = y per qualhe v 2 Q:2. Per dimostrare he h soddisfa le ondizioni rihieste dal teorema, �e suÆientemostrare he:(a) h �e una funzione;(b) h ha le aratteristihe delle funzioni v;() h �e de�nita su tutto C;(d) h �e unia. 2



1.7. Funzioni alolabili e modelli di alolo 211.6.1 EseriziEserizio 17 Completare la dimostrazione del teorema 1.9.Eserizio 18 Sia A un insieme, B � A un sottoinsieme di A ed F = Sn2N Fn sial'insieme delle funzioni tali he, per iasun f 2 Fn, f : An 7! A �e una funzionen-aria. Un insieme X � A �e F -hiuso rispetto a B se:1. B � X;2. per ogni n 2 N, ogni f 2 F e ogni n-upla ha1; : : : ; ani 2 Xn anhe f(a1; : : : ; an) 2X.Dimostrare he:1. A �e F -hiuso per ogni B � A;2. Siano X;Y � A F -hiusi rispetto a qualhe B � A. Allora X \ Y �e F -hiusorispetto a B.3. Sia X un insieme di insiemi X � A he sono F -hiusi rispetto a qualheB � A. Allora TX �e F -hiuso rispetto a B.Eserizio 19 Siano A, B ed F ome nel preedente eserizio. Sia XB;F l'intersezionedi tutti i sottoinsiemi di A he sono F -hiusi rispetto a B. Si dimostri:1. XB;F �e F -hiuso rispetto a B.2. Se X � A �e F -hiuso rispetto a B allora XB;F � X. In altri termini, XB;F �eil pi�u piolo sottoinsieme di A he �e F -hiuso rispetto a B.Eserizio 20 Sia fatt la funzione de�nita nell'esempio 13. Dimostrare he per ognin 2 N on n > 3 si ha: 2n � 1 � fatt(n).1.7 Funzioni alolabili e modelli di aloloIn questo paragrafo disutiamo suintamente le funzioni alolabili e i modelli dialolo1. Essi saranno importanti nei suessivi apitoli in quanto i permettono diintrodurre la nozione di deidibilit�a.Consideriamo la funzione suessore s he abbiamo visto nei paragra� preedentie introduiamo i seguenti fatti:1. sn(0) = s(s : : : s(0) : : :)| {z }n = n per ogni n > 01Per entrambi gli argomenti uno studio approfondito si trova nel libro di Rogers [44℄.



22 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IA2. sn(0) 6= 0, per ogni n > 03. s(sn(0)) = s(sm(0)) sse sn(0) = sm(0), per ogni n ed m.Notiamo he 1, 2 e 3 sono shemi. Consideriamo l'addizione os�� de�nita:4. sn(0) + 0 = sn(0)5. sn(0) + s(sm(0)) = s(sn(0) + sm(0))Con le de�nizioni fornite sopra, eventualmente utilizzando le propriet�a dell'ugua-glianza2 mostriamo he possiamo derivare:3 + 2 = 5(a) s(s(s(0))) = s3(0) = 3 per 1(b) s(s(0)) = s2(0) = 2 per 1() 3 + 2 = s(s(s(0))) + s(s(0)) da a, b(d) s(s(s(0))) + s(s(0)) = s( s(s(s(0))) + s(0)) per 5(e) s( s(s(s(0))) + s(0)) = s( s( s( s(s(0))) + 0) ) per 5 e 3(f) s( s( s(s(s(0))) + 0)) = s( s(s(s(s(0))) ) ) per 4 e 3(g) s( s( s3(0))) = s5(0) = 5 da f , per 1.Abbiamo alolato 3+2 usando le de�nizioni fornite sopra e appliandole opportuna-mente seguendo quella he pu�o essere de�nita una deduzione formale. Supponiamoora di avere una mahina addizionatrie he, prendendo in input due qualunque nu-meri naturali, ne fornise la somma. La mahina potrebbe utilizzare le de�nizionifornite sopra, oppure potrebbe utilizzare altre de�nizioni non meglio spei�ate.Comunque sia i aspettiamo he la mahina esegua una sequenza di istruzioni henon rihiedano aluna partiolare abilit�a. L'eseuzione di una sequenza �nita diistruzioni he non rihiedono aluna partiolare abilit�a e he fornise in output unrisultato, si hiama proedura e�ettiva. Riordiamo he una proedura e�ettiva A,o metodo e�ettivo, �e de�nita ome segue:1. A �e un insieme �nito e non ambiguo di istruzioni, dove ogni istruzione �eespressa in un insieme �nito di simboli.2. A, se eseguita senza errori, fornise sempre il risultato desiderato in un numero�nito di passi.3. A pu�o essere eseguita da una persona solo on l'ausilio di arta e penna.4. A non rihiede aluna abilit�a spei�a per essere eseguita.Relativamente al punto 1, dato un insieme W di simboli, a partire da W si pu�ode�nire l'insieme di istruzioni ome un insieme induttivo (si veda l'eserizio 22).L'insieme delle istruzioni viene hiamato il linguaggio in ui �e espresso A. Unaproedura e�ettiva �e dunque un algoritmo espresso in un linguaggio dato.2Si veda il paragrafo 1.3.



1.7. Funzioni alolabili e modelli di alolo 23Sia U un linguaggio in ui pu�o essere espressa una proedura e�ettiva (o algo-ritmo). Data una funzione f : N 7! N diiamo he f �e alolabile in U sse esisteun algoritmo A espresso in U he la alola; io�e un algoritmo he termina su uninput n se f �e de�nita su n e fornise in output f(n). In partiolare, una funzionealolata da un algoritmo si die alolabile o e�ettivamente alolabile.Si noti he mentre a un algoritmo si assoia una unia funzione alolata, a unafunzione da N a N pu�o essere in genere assoiato pi�u di un algoritmo he la alola.Sia AU l'insieme di tutti i possibili algoritmi in U e siaFunU = ffAjA 2 AUgFunU �e detto l'insieme di tutte le funzioni alolabili in U .La ardinalit�a di FunU �e la misura del potere espressivo di U , io�e la quantit�adi funzioni he si possono alolare on algoritmi di U . Poniamoi la seguentedomanda: pu�o esistere un linguaggio U tale he l'insieme FunU ad esso assoiatooinide on l'insieme di tutte le funzioni (dai naturali ai naturali)? Se la rispostafosse s�� potremmo onludere he tutte le funzioni sono alolabili (in un opportunolinguaggio). Invee si pu�o failmente dimostrare he la risposta �e negativa.Infatti, dato un linguaggio U , essendo gli algoritmi delle sequenze �nite di istru-zioni di U , essi sono in quantit�a al pi�u numerabile (si veda il teorema 1.3), quindijFunU j � �0. Vieversa si pu�o dimostrare, on un ragionamento diagonale, hel'insieme FunN;N di tutte le funzioni dai naturali ai naturaliFunN;N = ff j f : N 7! Ngha ardinalit�a 2�0 . Infatti, supponiamo FunN;N numerabile; sia f1; f2; : : : fn; : : : unanumerazione. Sia g(m) = fm(m)+1. Quindi g 2 FunN;N, per ui esiste un numeronaturale k tale he g = fk, io�e g sar�a la k-esima funzione della numerazione, perqualhe k. Contraddizione in quanto g(k) = fk(k) = fk(k) + 1.Il problema he si sono posti i logii nella prima met�a del '900 �e stato quello diaratterizzare le funzioni alolabili.Consideriamo un sottoinsieme partiolare delle funzioni dai naturali ai naturali,le funzioni riorsive. Riordiamo he una funzione F si die riorsiva se F : Nn 7! Ned �e ottenuta per mezzo dei seguenti shemi:(1) Ini (a1; : : : ; an) = aia1 + a2a1 � a2G<(a1; a2)( = 1 se a1 < a2= 0 altrimentisono funzioni riorsive.



24 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IA(2) Se G �e una funzione riorsiva a k argomenti eH1 � � �Hk sono funzioni riorsive a n argomenti, la funzione:F (a1; : : : ; an) = G(H1(a1; : : : ; an); : : : ;Hk(a1; : : : ; an))�e riorsiva.(3) Se G �e riorsiva e per ogni sequenza a1; : : : ; an esiste un b tale he:G(a1; : : : ; an; b) = 0allora la funzione : F (a1; : : : ; an) = �x(G(a1; : : : ; an; x) = 0)�e riorsiva, dove �x(G(a1; : : : ; an; x) = 0) denota il pi�upiolo x tale he G(a1; : : : ; an; x) = 0.Gli shemi forniti sopra per le funzioni riorsive ostituisono un modello di aloloformale. Qual �e, dunque, la relazione fra funzioni alolabili tramite una proedurae�ettiva e funzioni riorsive? Se F �e una funzione riorsiva allora �e hiaro he F �ealolabile. Per esempio, se onsideriamo il punto 3 sopra de�nito per le funzioniriorsive, data una sequenza qualunque a1; : : : ; an di numeri, possiamo de�nire unalgoritmo he veri�a G(a1; : : : ; an; x) = 0provando prima on x = 0, poi on x = 1 e os�� via, �nh�e non viene trovato ilprimo valore per x tale he G(a1; : : : ; an; x) = 0.Come possiamo stabilire il vieversa, ovvero risalire da una proedura e�ettivaa una de�nizione riorsiva?Nel 1936 Churh propose la seguente ipotesi di lavoro:[Tesi di Churh, 1936 ℄ Qualunque funzione sui naturali e�ettiva-mente alolabile �e riorsiva.Nella tesi solo la nozione di \funzione riorsiva" ha una de�nizione rigorosa, mentrela nozione di \funzione e�ettivamente alolabile" si riferise a un onetto di alolonon preisato matematiamente, ma e�ettivo in termini �sii o meanii.Tuttavia le funzioni riorsive non onvogliano naturalmente la nozione di alo-labilit�a. Turing, nel '36, introdusse un modello di alolo he si basa sul proessodi alolo mentale e umano: la mahina di Turing o, ome Turing la hiamava,la LCM (Logial Computing Mahine). De�niamo in modo suinto il onetto diMahina di Turing3.Fissiamo un simbolo he hiamiamo blank e he denotiamo on 2.Una Mahina di Turing MT �e spei�ata da tre insiemi �niti �, Q e R, omesegue:� � �e l'alfabeto, 2 62 �;� Q �e l'insieme degli stati;� R �e l'insieme delle istruzioni. Ciasuna istruzione �e una quintupla del tipohq; s; q0; s0; Æi, dove q; q0 2 Q, s; s0 2 � [ f2g e Æ 2 f�; 0;+g.3Ci sono formulazioni della Mahina di Turing matematiamente molto pi�u so�stiate di quellafornita qui. Per una de�nizione moderna si veda, per esempio, Papadimitriou [33℄.



1.7. Funzioni alolabili e modelli di alolo 25Indihiamo on � una sequenza �nita, o stringa, di simboli di � e indihiamo on�� l'insieme di tali stringhe, dove � �e l'operatore stella di Kleene.Alla desrizione formale data sopra �e in genere assoiata una desrizione �siahe si basa sulle seguenti omponenti: un nastro in�nito, ostituito di elle, iasunaella pu�o ontenere un simbolo di � oppure 2; una testina di lettura/srittura hesi muove a destra o a sinistra della ella in ui si trova; un'unit�a di ontrollo heontiene l'insieme delle istruzioni R e he si trova a ogni passo in uno spei�o statodi Q. Il ontenuto di una sequenza di elle ontigue �e una stringa di simboli di� [ f2g, io�e un elemento di (� [ f2g)�.Una on�gurazione i �e una sequenza del tipo � q �, dove q 2 Q e �; � 2(� [ f2g)�. Ad esempio, supponiamo he � = f1; 0g, allora 11q0121 2 (� [ f2g)��e la on�gurazione in ui la testina si trova sul simbolo 0 e il ontenuto del nastro�e 110121. Notiamo he i blank a sinistra e a destra della stringa 11q0121 sonoomessi.Una transizione onsiste nel passaggio da una on�gurazione i a una on�gu-razione j. Se nello stato q la testina si trova sul simbolo s 2 � [ f2g allorahq; s; q0; s0; Æi ha il seguente signi�ato: lo stato da q diventa q0, la testina srive s0 alposto di s e poi si sposta a destra se Æ = +, a sinistra se Æ = �, non fa null'altro seÆ = 0. Osserviamo he per anellare un simbolo da una ella �e suÆiente srivere2, ovvero avremo un'istruzione del tipo hq; s; q0;2; 0i.Una on�gurazione di arresto �e una on�gurazione in ui nessuna istruzione sipu�o appliare.Una omputazione o alolo �e un insieme di transizioni. Una omputazione pu�oessere in�nita oppure �nita e terminante in una on�gurazione di arresto. Possiamoindiare una omputazione di lunghezza n nel seguente modo:0 ! 1 ! � � � ! nUna mahina di Turing �e utilizzata in due modi: ome trasduttore, oppure omerionositore per un linguaggio. La prima funzionalit�a �e quella he permette dide�nire le funzioni Turing-alolabili e viene analizzata qui di seguito; la seondaverr�a analizzata nel prossimo paragrafo.La de�nizione di omputazione data sopra lasia libera la selta della istruzioneda appliare a una on�gurazione data.Una mahina di Turing deterministia (MTD) �e una mahina h�; Q;Ri talehe per iasun hq; si 2 Q� � [ f2g esiste al pi�u una istruzione hq; s; q0; s0; Æi 2 R.Supponiamo inoltre he sia designato uno stato iniziale q0, per ui una on�gurazioneiniziale sar�a della forma q0�, on � 2 ��. Data un MTD, per iasuna on�gurazioneiniziale esiste un'unia omputazione.Sia f : �� 7! ��. Una MTD h�; Q;Ri alola f se per iasun � 2 ��, laomputazione iniziata nella on�gurazione iniziale q0� termina in una on�gurazione�q e f(�) = �.



26 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IADe�nizione 1.10 Una funzione f �e Turing-alolabile o T-alolabile se esiste unaMTD he la alola.Per esempio, la funzione suessore �e T-alolabile. Essa �e alolata dalla seguenteMahina di Turing: � = f1gQ = fq0; q1gR = fhq0; 1; q0; 1;+i; hq0;2; q1; 1;+igL'alfabeto � onsiste di un solo simbolo, la ifra 1. Esso �e adeguato, in quantoi numeri naturali si possono odi�are on sequenze di n + 1 ifre 1. Ovvero 0 �eodi�ato da 1, 1 �e odi�ato da 11, eetera. Q ontiene solo due stati: lo statoiniziale q0, in ui la testina si trova sull'ultima ifra del numero naturale odi�ato,oppure su un blank; lo stato �nale, q1, in ui la testina si �e spostata alla destradell'ultima ifra e vi ha sritto un 1. Diiamo he q1 �e uno stato �nale perh�e nonvi �e nessuna istruzione appliabile in q1.L' istruzione hq0; 1; q0; 1;+i die he se la testina sta su un 1 (he potrebbe esserela odi�a del numero 0, oppure l'ultima ifra della odi�a del numero di ui si vuolealolare il suessore), allora srive 1 e si sposta di una ella a destra. La seondaistruzione hq0;2; q1; 1; 0i die he se la testina si trova su un blank, deve essere srittoun 1 al posto del blank e Æ = 0 india he la testina non deve fare altro. Osserviamo,in partiolare, he la mahina desritta �e deterministia perh�e per iasuna oppiahq; si esiste un'unia istruzione in R.Analogamente a Churh, sempre nel 1936, Turing postula la seguente ipotesi dilavoro:[Tesi di Turing, 1936 ℄Una Mahina di Turing pu�o eseguire qualunque alolo he pu�o esseredesritto ome puramente meanio.La tesi di Turing die he, se esiste una proedura e�ettiva per ottenere il valoredi una funzione matematia, allora tale funzione �e T-alolabile. Come abbiamovisto, la nozione di funzione alolata da una mahina di Turing �e una nozioneformale ome quella di funzione riorsiva. Le tesi di Churh e Turing stabilisonodunque una orrispondenza tra due nozioni formali { funzioni riorsive e funzioniT-alolabili { e tra esse e la nozione informale di proedura e�ettiva. Kleene mostral'equivalenza delle tesi di Churh e Turing, e quindi possiamo riferiri a esse ome allatesi di Churh-Turing. In e�etti a seguito della tesi di Churh-Turing, un importanterisultato ottenuto nella prima met�a del seolo sorso (il '900) �e he, diversi modelli dialolo ome Mahine di Turing, lambda-alolo, funzioni riorsive, sistemi di Post,e altri, sono equivalenti, nel senso he alolano tutti lo stesso insieme di funzioni.Questi teoremi di equivalenza, insieme alla tesi di Churh-Turing, permettono diasserire he una funzione �e alolabile se pu�o essere alolata in uno qualunque dei



1.7. Funzioni alolabili e modelli di alolo 27sistemi suddetti, e io�e l'insieme di tutte le funzioni alolabili oinide on l'insiemedelle funzioni alolate in uno qualunque di tali formalismi.La tesi di Churh-Turing e i risultati di equivalenza summenzionati hanno delleonseguenze pratihe importanti:1. Non srivere un programma per una funzione he si �e dimostrato he non �eriorsiva.2. Se si �e veri�ato he una funzione �e alolabile, allora essa ha un algoritmoesprimibile in uno qualunque dei formalismi, tra quelli equivalenti visti sopra.3. Se si �e veri�ato he una funzione �e alolabile in un dato formalismo, lo �eanhe in un altro { tra quelli equivalenti { anhe se non si sa ome esprimerla.4. Si pu�o parlare generiamente di algoritmo he alola una funzione senzabisogno di spei�are il modello di alolo utilizzato.Esempio 15 La funzione f(x) = la x-esima ifra nella espansione deimale di � �ealolabile.�E faile veri�are he la funzione f �e riorsiva. Una proedura e�ettiva potrebbeessere quella he alola la prima ifra dell'espansione deimale di �, poi la seonda,la terza, eetera, e va avanti �no alla x-esima ifra.Esempio 16 La funzione g : Nn 7! N de�nita omeg(a1; : : : ; an) = 2a1 � 3a2 � : : :� panndove pn �e l'ennesimo numero primo, �e alolabile.La g �e riorsiva; una proedura e�ettiva per alolarla rihiede la omposizionedi funzioni: una funzione per alolare l'n-esimo numero primo, una funzione peralolare la potenza pakk e una funzione per alolare il prodotto dei termini trovation le preedenti due funzioni. Ad esempio,g(3; 1; 4; 6) = 23 � 31 � 54 � 76:Si vedano gli eserizi 24 e 25.Faiamo ora degli esempi di funzioni he si sa essere alolabili, ma per le qualinon si onose un algoritmo.Esempio 17 La funzione h(x) = 1 se esiste una sequenza di almeno x ifre onse-utive uguali a 5 nella espansione deimale di �, h(x) = 0 altrimenti, �e alolabile.La h �e alolabile, anhe se non onosiamo un algoritmo he la alola. Infatti h�e riorsiva: o essa �e la funzione ostante h(x) = 1 h oppure deve esistere un k talehe: h(x) = ( 1 per x � k0 per k < x:



28 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IAIn entrambi i asi essa �e riorsiva; quindi sappiamo he esiste un algoritmo, ma nonsi onose l'algoritmo he alola la h perh�e non si onose il valore di k.D'altro anto, dall'argomento presentato preedentemente sull'insieme delle funzionidai naturali ai naturali e dalla tesi di Churh-Turing si evine he esistono funzioni,dai naturali ai naturali, he non sono alolabili.Esempio 18 La funzione h0(x) = 1 se esiste una sequenza di esattamente x ifreonseutive uguali a 5 nella espansione deimale di �, h0(x) = 0 altrimenti, non �ealolabile.Per la h0 si veda l'eserizio 29.1.7.1 EseriziEserizio 21 Si onsideri una mahina dotata di un nastro in�nito su ui sonosritte tutte le addizioni tra numeri naturali, io�e 1+0 = 1; 1+1 = 2; 1+2 = 3; : : :.Si onsideri la seguente proedura:Leggi due numeri naturali n ed m;Guarda se n+m oppure m+ n �e sritto sul nastro;Stampa il risultato.La proedura sopra de�nita �e e�ettiva? Si fornisano aurate motivazioni per larisposta.Eserizio 22 De�nire induttivamente l'insieme di istruzioni (di un sottoinsieme)del Pasal, dato un insieme iniziale W di simboli.Eserizio 23 Dimostrare he la funzione f : N 7! N de�nita ome: f(x) = 1 se x�e un numero primo, 0 altrimenti, �e alolabile.Eserizio 24 Considerare la funzione g de�nita nell'esempio 16; dire se g�1 �e al-olabile. Se �e alolabile alolare g�1(180).Eserizio 25 Dimostrare he se f(x) e g(x) sono alolabili allora la funzioneh(x) = g(f(x)) �e alolabile.Eserizio 26 Implementare in un linguaggio di programmazione a piaere un pro-gramma he stampa ogni numero pari minore uguale a mille ome somma di dueprimi.Eserizio 27 Dimostrare he le seguenti funzioni sono riorsive:1. Il predeessore p: (p(0) = 0; p(x+ 1) = x).



1.8. Problemi di deisione 292. Le relazioni � e =;3. La distanza jx� yj.Eserizio 28 De�nire una funzione he non �e alolabile.Eserizio 29 Spiegare perh�e la h0 nell'esempio 18 non �e alolabile; dire se inquesto aso sia possibile stabilire he esiste un k, ome nell'esempio 17.1.8 Problemi di deisionePer introdurre i problemi di deisione diamo una de�nizione di problema diversa daquella usuale in matematia. Un problema P �e ostituito da:1. un insieme di istanze;2. una rihiesta he pu�o avere ome risposta s�� oppure no.Ciasuna istanza �e un oggetto �nito he deve essere rappresentato e�ettivamentee uniformemente da una stringa su un alfabeto �nito. In questo paragrafo suppor-remmo sempre he una istanza sia odi�ata da un numero naturale.La rappresentazione �nita, e�ettiva e uniforme delle istanze di un problema �eruiale. Supponiamo di volere rappresentare ome istanze di un problema un in-sieme in�nito di oppie hn;pni, on n un intero. pn potrebbe essere un numeroirrazionale, o un numero omplesso; quindi a seonda del valore di n la sua rappre-sentazione sarebbe di volta in volta diversa ed eventualmente in�nita. La rappre-sentazione �nita, uniforme ed e�ettiva di pn signi�a he pu�o essere de�nita unaodi�a di pn tramite una pre�ssata sequenza di interi. Per un esempio di odi�adi una sequenza di interi si vedano l'esempio 16 e l'eserizio 24.Esempio 19 Si onsiderino i seguenti due problemi:Problema AIstanza: Un numero rappresentato ome il prodotto dei suoi divisori.Rihiesta: Questo numero �e primo?Problema BIstanza: Una sequenza �nita di oppie di stringhe: hu1; v1ihu2; v2i � � � hun; vni;Rihiesta: Esiste una sequenza di indii i1 � � � ik tale he, u1 � � � uk = v1 � � � vk?Dato un problema P, il problema omplementare, he denotiamo on CP �e il prob-lema ottenuto da P mantenendo la stessa rappresentazione dei dati e negandol'enuniato nella rihiesta.



30 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IAEsempio 20 Consideriamo il problema A dell'esempio 19 e poniamo ome rihiesta\Questo numero �e diverso da un numero primo?".A iasun problema, ostituito da un insieme �nito o numerabile di istanze e da unarihiesta �e assoiato un linguaggio, detto linguaggio aratteristio del problema, heindihiamo on LP . Il linguaggio �e formato da tutte le istanze del problema per lequali la risposta alla rihiesta �e s��. Il linguaggio omplementare, indiato on CLP�e il linguaggio del problema omplementare.Esempio 21 Il linguaggio LPA del problema A dell'esempio 19 �ef1 � 2; 1� 3; 1 � 5; : : :gIl linguaggio omplementare CLP :f1; 1� 2 � 2; 1 � 2� 3; 1 � 2� 4; : : :g:Un problema di deisione onsiste nel determinare se una erta istanza del problemaP appartiene a LP oppure a CLP. Quindi un algoritmo di deisione equivale alalolo della funzione aratteristia diLP e io�e 1LP : N 7! f0; 1g4:1LP (x) = ( 1; se x 2 LP0; altrimentiPer potere determinare la natura di P �e quindi neessario determinare la natura diLP . Introduiamo a tal �ne la seguente de�nizione.De�nizione 1.11 [Insiemi Riorsivi e Riorsivamente Enumerabili ℄ SiaX un insieme on elementi odi�ati in N.1. X �e riorsivo se la sua funzione aratteristia 1X : N 7! f0; 1g �e riorsiva.2. X �e riorsivamente enumerabile se �e vuoto oppure �e l'immagine di una fun-zione riorsiva.Abbiamo i seguenti risultati:Teorema 1.12 Un insieme X �e riorsivo sse entrambi X e il suo omplementosono riorsivamente enumerabili.Dimostrazione Lasiata al lettore (si veda l'eserizio 34). 2Teorema 1.13 Se R �e la lasse degli insiemi riorsivi abbiamo he se A;B 2 Rallora A [B 2 R, A \B 2 R, A 2 R, AnB 2 R.Dimostrazione Lasiata al lettore (si veda l'eserizio 35). 24Riordiamo he qui abbiamo assunto he una istanza sia odi�ata da un numero naturale.



1.8. Problemi di deisione 31De�nizione 1.14 [Problemi deidibili e semideidibili ℄ Sia X un insiemeon elementi odi�ati in N. Il problema x 2 X?1. �E deidibile se X �e riorsivo.2. �E semi-deidibile se X �e riorsivamente enumerabile.Poih�e ogni funzione riorsiva �e T-alolabile possiamo riformulare i onetti de�nitipreedentemente nel seguente modo:De�nizione 1.15 Un linguaggio LP �e deidibile (o Turing-deidibile) se la funzionearatteristia 1LP �e alolabile da una mahina di Turing.Quindi, se M �e la mahina di Turing he alola 1LP , diiamo he M deide LP ohe M �e una proedura di deisione per LP.Abbiamo visto nel paragrafo preedente he una mahina di Turing pu�o essereutilizzata non solo per alolare una funzione, ma anhe per rionosere, o aettare,un linguaggio. Spieghiamo, informalmente, osa questo signi�a.Una mahina di Turing on stati di aettazione (MTA), �e una quadruplah�; Q;R;Ai, dove A �e un sottoinsieme di Q detto insieme degli stati di aettazione.Una stringa x �e aettata da una MTA se esiste una omputazione he, partendo dauna on�gurazione iniziale on x sul nastro, si arresta in uno stato di aettazione.Nel aso in ui la mahina di Turing on stati di aettazione sia deterministiaabbiamo i seguenti asi:1. il alolo non termina;2. il alolo si arresta in uno stato he non �e di aettazione;3. il alolo si arresta in uno stato di aettazione.De�nizione 1.16 Il linguaggio L �e aettato da una mahina di Turing determi-nistia on stati di aettazione MTDA se L �e l'insieme delle stringhe aettate daMTDA.Quindi diiamo he un linguaggio �e aettabile (o Turing-aettabile) se esiste unaMTDA he lo aetta.Possiamo riformulare i onetti espressi nella de�nizione 1.11 ome segue:De�nizione 1.171. L �e riorsivo se esiste una MTDA he lo aetta e si arresta su tutti i dati.2. Un linguaggio L �e riorsivamente enumerabile se esiste una MTDA he loaetta.Osserviamo, dalla de�nizione preedente, he L �e riorsivo se per ogni elemento diL si possono veri�are solo le due seguenti situazioni:



32 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IA1. il alolo si arresta in uno stato di aettazione;2. il alolo si arresta in uno stato di non aettazione.Dalla de�nizione segue anhe he possono esseri linguaggi aettabili he non sonodeidibili. Inoltre, la nozione di mahina di Turing deterministia on stati diaettazione non �e restrittiva, infatti valgono i seguenti teoremi:Teorema 1.18 Un linguaggio �e aettato da una mahina di Turing deterministiaon stati di aettazione sse esiste una mahina di Turing (non deterministia) onstati di aettazione he lo aetta.Omettiamo le dimostrazioni di questo teorema e dei suessivi perh�e neessitereb-bero di uno studio pi�u approfondito delle mahine di Turing e delle sue varianti.Per una dimostrazione dei teoremi 1.18, 1.19, e 1.20, si veda Papadimitriou [33℄.Teorema 1.19 Un linguaggio �e aettato da una mahina di Turing on stati diaettazione sse esiste una mahina di Turing (non deterministia) he lo aetta.In e�etti la nozione di arresto in uno stato di aettazione ha un equivalente pi�ugenerale per ui se una mahina di Turing on stati di aettazione aetta unlinguaggio L allora esiste una mahina di Turing he rionose ogni stringa di L.Un modo alternativo di aettare un linguaggio, per una mahina di Turing,onsiste nel generare i suoi elementi. Vale il seguente teorema:Teorema 1.20 Sia L un linguaggio. L �e Turing-aettabile sse esiste una mahinadi Turing he lo enumera.�E interessante notare he se L �e riorsivamente enumerabile allora �e numerabile. Ilvieversa non vale: un linguaggio numerabile non �e neessariamente riorsivamenteenumerabile. Abbiamo infatti il seguente teorema:Teorema 1.211. L'insieme delle funzioni riorsive �e numerabile.2. L'insieme delle funzioni riorsive non pu�o essere enumerato da una funzioneriorsiva.Dimostrazione Per il primo punto abbiamo visto he l'insieme delle mahine diTuring �e numerabile e quindi dalla tesi di Churh-Turing onsegue he l'insiemedelle funzioni alolabili e quindi riorsive �e numerabile.Per il seondo punto, sia ffngn2N , una enumerazione delle funzioni riorsive.Supponiamo he l'insieme delle funzioni riorsive possa essere enumerato da unafunzione riorsiva F (n;m) he sar�a fn(m) nella enumerazione. Se fn(m) fosse ri-orsiva allora la funzione g(n) = F (n; n) + 1 sarebbe anhe essa riorsiva. Infattipossiamo trovare un semplie algoritmo he alola F (n; n), he per ipotesi �e ri-orsiva, e i aggiungiamo 1. Quindi per la tesi di Churh-Turing abbiamo he g �e



1.8. Problemi di deisione 33alolabile e quindi riorsiva, e quindi g = fk, per un fk nella lista delle funzioniriorsive. Ma allora g(k) = fk(k) = F (k; k) = g(k)� 1; ontraddizione. 2Il preedente teorema i die he, nonostante le funzioni riorsive siano in quantit�anumerabile, non esiste una MT he le enumera. Questo problema �e analogo al pro-blema della fermata he vedremo pi�u sotto. Quindi la nozione di insieme enumerabileda una mahina di Turing �e pi�u forte di quella di insieme numerabile.Riorrendo alla tesi di Churh-Turing possiamo dire he se esiste una proedurae�ettiva he enumera L allora L �e riorsivamente enumerabile.Osserviamo he nella nozione di deidibilit�a �e impliita la tesi di Churh-Turing:deidibile signi�a he pu�o essere deiso on l'ausilio di un alolo meanio, ovverola funzione aratteristia �e alolabile on l'ausilio di una proedura e�ettiva.Ovviamente, se un insieme �e �nito esso �e e�ettivamente enumerabile, mentrenon tutti gli insiemi in�niti lo sono. Il fatto he l'appartenenza o meno di unelemento a un insieme in�nito possa essere deisa mediante un algoritmo signi�ahe l'insieme in�nito �e desrivibile in modo �nito (mediante l'algoritmo he ne arat-terizza l'appartenenza).Teorema 1.22 Esistono linguaggi he non sono riorsivamente enumerabili.Dimostrazione Lasiata al lettore (si veda l'eserizio 36). 2Dal preedente teorema segue he se X non �e riorsivamente enumerabile allora ilproblema x 2 X? non �e deidibile e non �e neanhe semi-deidibile. Comunque,in generale diiamo he se la funzione aratteristia di un insieme non �e alolabileallora il problema si die insolubile o indeidibile. La soperta dell'esistenza diproblemi indeidibili �e uno dei risultati pi�u signi�ativi della teoria della alolabilit�a.Un esempio di problema insolubile o indeidibile �e il problema della fermata. Nediamo una desrizione informale, he fa uso della tesi di Churh-Turing.Si onsideri il modello di alolo della mahina di Turing, abbiamo visto hese f �e una funzione alolabile allora esiste una mahina di Turing he la alola.Abbiamo visto inoltre he l'insieme degli algoritmi �e numerabile, quindi possiamosupporre he sia possibile odi�are iasuna mahina on un determinato numerox. Ovvero x �e il numero della x-esima mahina di Turing, he indihiamo on Px,he alola la x-esima funzione f . Inoltre, questa odi�a �e biunivoa, ovvero, aogni numero naturale orrisponde un unia mahina di Turing e a ogni mahinadi Turing �e assoiato un unio numero naturale. Ci si onvina he i�o �e possibile.Ci si onvina, inoltre, he tale odi�a i permette di trattare un numero naturalee una mahina { ovvero un insieme di istruzioni o programma { allo stesso modo.Cos�� un programma { un insieme di istruzioni { he prende ome input un numeronaturale, prende ome input anhe il programma assoiato a quel numero naturale.Il problema della fermata si pu�o quindi esprimere ome segue:[Problema della Fermata ℄Siano x; y una oppia di interi. Sia Px la mahina di Turing odi�ata



34 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IAda x. Px si arresta sul dato y?Mostriamo, informalmente, he il problema desritto, non �e deidibile. Se lo fosse,per quanto asserito sopra, potremmo de�nire una funzione riorsiva g del tipo:g(x; y) = ( 1 se Px si arresta sul dato y0 altrimenti (1.1)Siome abbiamo assunto g riorsiva, possiamo de�nire la seguente funzione: (x) = ( 1 se g(x; x) = 0inde�nita se g(x; x) = 1 (1.2)La  �e alolabile perh�e �e de�nita tramite la g e siome g(x; x) deve essere ugualea 1 oppure uguale a 0 i�o i fornise un algoritmo per alolare la  . Per la tesi diChurh-Turing possiamo onludere he esiste una mahina di Turing Pz he alolala  . Per l'ipotesi di odi�a biunivoa, esiste un numero naturale z assoiato a Pz .Abbiamo per (1.1): g(z; z) = 1 sse Pz si arresta su zMa abbiamo anhe per (1.2):  (z) = 1 sse g(z; z) = 0e siome Pz �e la mahina di Turing he alola  , e z �e la odi�a di Pz, abbiamog(z; z) = 1 sse g(z; z) = 0ontraddizione. Peri�o g non �e alolabile per la tesi di Churh-Turing e quindi ilproblema della fermata non �e risolvibile, ovvero non �e deidibile.In realt�a i problemi indeidibili sono assai numerosi, ome dimostra il teorema heenuniamo pi�u sotto. Riordiamo prima he una propriet�a di un elemento di uninsieme X si die banale se tutti gli elementi di X hanno tale propriet�a o non e l'hanessuno.Teorema 1.23 [Rie ℄ Tutte le propriet�a non banali dei linguaggi riorsivamenteenumerabili sono indeidibili.Il teorema di Rie i die he se P �e una propriet�a non banale il seguente problema�e indeidibile:Istanza: Una mahina di Turing he rionose un linguaggioriorsivamente enumerabile LRihiesta: L ha la propriet�a PPer una lista di problemi indeidibili si veda Davis [16℄. Riordiamo, in partiolare,il problema della Corrispondenza di Post (si veda il problema B dell'esempio 19).



1.9. Complessit�a omputazionale 351.8.1 EseriziEserizio 30 Dimostrare he l'insieme dei numeri pari �e deidibile.Eserizio 31 Dire se �e vero o falso he l'insieme di tutte le stringhe di lunghezza�nita (ma arbitraria) di simboli su un alfabeto �nito �e deidibile.Eserizio 32 Dimostrare he se un insieme �e o-�nito, io�e se ha il omplemento�nito, allora �e deidibile.Eserizio 33 Dire se �e vero o falso he l'insieme dei programmi PASCAL sintatti-amente orretti �e deidibile.Eserizio 34 Dimostrare il teorema 1.12: un insieme X �e riorsivo se entrambi Xe il suo omplemento sono riorsivi.Eserizio 35 Dimostrare il teorema 1.13. Si usi la funzione aratteristia.Eserizio 36 Dimostrare il teorema 1.22. Si usi la de�nizione di insieme riorsivo.Eserizio 37 Si usi il teorema di Rie per dimostrare he le seguenti propriet�a diun insieme X riorsivamente enumerabile non sono deidibili:1. X �e riorsivo;2. X non �e riorsivo;3. X = N.1.9 Complessit�a omputazionaleLa nozione di alolabilit�a si �e sviluppata ben prima dell'informatia e tuttaviasono proprio i onetti fondamentali sulla alolabilit�a, introdotti nei due preedentiparagra�, he hanno stimolato e motivato la nasita dello studio della omplessit�aomputazionale.Nei preedenti paragra� abbiamo visto he esistono dei problemi di deisionehe non possono essere risolti da algoritmi, abbiamo in partiolare fornito l'esempiodel problema della fermata. Abbiamo anhe visto, grazie al teorema di Rie, hevi sono numerosi problemi indeidibili. Possiamo pertanto lassi�are i problemi indue lassi, quelli risolvibili tramite algoritmi e quelli non risolvibili.Se onsideriamo i problemi risolvibili i interessa determinare una misura di-namia dell'andamento della omputazione, ovvero una misura dei passi elementari



36 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IAneessari alla risoluzione del problema. Chiaramente la misura dipende dal modellodi alolo.La teoria astratta della omplessit�a, dovuta a Manuel Blum, fornise due assiomihe de�nisono il onetto di misura dinamia di una omputazione, indipendente-mente dal modello di alolo selto.In questo paragrafo, per introdurre i onetti basilari della omplessit�a om-putazionale, i riferiremo al modello di alolo della mahina di Turing.Abbiamo visto, nel paragrafo 1.7, he una omputazione di m passi0 ! 1 ! � � � ! mha lunghezza m.De�nizione 1.24 Sia h�; Q;Ri una mahina di Turing deterministia MTD esiano S e T funzioni da N in N:1. diiamo he h�; Q;Ri ha omplessit�a temporale (inferiore a) T se la lunghezzadel alolo di tutte le stringhe di lunghezza n di �� �e al pi�u T (n);2. diiamo he h�; Q;Ri ha omplessit�a spaziale (inferiore a) S se nel orso delalolo di iasuna stringa di lunghezza n di �� al pi�u S(n) elle sono stateusate dalla testina della MTD.De�nizione 1.25 Sia h�; Q;Ri una mahina di Turing deterministia MTD:1. sia L un sottoinsieme di ��. Il problema x 2 L? ha omplessit�a T se esisteuna MTD he ha omplessit�a T he aetta L;2. sia f : �� 7! ��; f ha omplessit�a T se esiste una MTD di omplessit�a T healola f .Una lasse C �e un insieme di linguaggi ostruiti su un determinato alfabeto. Data laorrispondenza fra problemi e linguaggi, una lasse di linguaggi denota una lasse diproblemi. Il omplemento di una lasse C, denotato on oC �e l'insieme dei linguaggiomplementari ai linguaggi di C. Un linguaggio L si die ompleto rispetto a unalasse C se qualunque altro linguaggio L0 della lasse pu�o essere ridotto a L. Perriduzione intendiamo he esiste una funzione f , totale (si veda la de�nizione a pagina8) e alolabile tale he per ogni stringa x dell'alfabeto di L0 abbiamo5:x 2 L0 sse f(x) 2 L:Per giusti�are quanto sopra abbiamo assunto he le istanze di un problema sianoopportunamente odi�ate in modo e�ettivo e uniforme. In partiolare, in questiparagra� abbiamo sempre assunto he le istanze di un problema siano odi�ate danumeri naturali.5Possono essere essere utilizzate anhe altre nozioni di riduibilit�a.



1.9. Complessit�a omputazionale 37Introduiamo la notazione O(f(x)); essa si riferise a una lasse di funzioni hepossono essere maggiorate, a meno di ostanti, da parte della funzione f . Se f �euna funzione da N in N:O(f) = fg : N 7! N j 91; 2 2 R 9n0 2 N 8n � n0(g(n) � 1 + 2 f(n)gSriviamo g(n) = O(f(n)) piuttosto he g(n) 2 O(f(n)).Riprendendo le de�nizioni 1.24 e 1.25, possiamo denotare on Lt il linguaggio Lrionosiuto da una MTD he ha omplessit�a t. Diamo ora la seguente de�nizioneDe�nizione 1.26 Una lasse di omplessit�a deterministia rispetto al tempo Ct �ede�nita ome: Ct = fLt jt(x) = O(T (x))g:La de�nizione 1.26 die he una lasse Ct onsiste di tutti quei linguaggi aettatida mahine di Turing he hanno omplessit�a t, dove t appartiene alla lasse dellefunzioni he possono essere maggiorate da T , ovvero he hanno T ome funzionelimite.Introduiamo ora la lasse P he inlude quei problemi he sono onsiderati sempliio trattabili. Sia pk(n) = pk e sia Cpk la orrispondente lasse, ome da de�nizione1.26. La lasse P �e esprimibile ome:P = Cp0 [ Cp1 : : : [ Cpk : : :e siome ogni polinomio di grado k appartiene alla lasse di funzioni O(nk) allorala lasse P oinide on l'unione delle lassi di omplessit�a he hanno ome funzionelimite un polinomio di grado �nito.Informalmente, un algoritmo �e polinomiale se rihiede un numero O(nk) di passiper essere risolto. Un problema x 2 A �e polinomiale se LA 2 P o se esiste un algo-ritmo polinomiale he lo risolve. Una funzione f �e una trasformazione polinomialese esiste un algoritmo polinomiale he la alola.La lasse P �e hiusa rispetto alla omplementazione. Ovvero se oP = fLjCL 2Pg abbiamo oP = P.[Tesi di Cook ℄I problemi trattabili sono quelli della lasse P.Possiamo ora riformulare la de�nizione 1.24 per mahine di Turing non determini-stihe:De�nizione 1.27 Sia L � ��. Una mahina di Turing non deterministia h�; Q;Riaetta L in tempo T su un sottoinsieme Q0 di Q se per ogni x 2 L esiste una om-putazione di x he termina in uno stato di Q0 di lunghezza inferiore a T (jxj).



38 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IAPossiamo, quindi, srivere una de�nizione analoga a 1.26 per lassi non determini-stihe ovvero per lassi he ontengono i linguaggi deisi in tempo t da mahine diTuring non deterministihe:De�nizione 1.28 Una lasse non deterministia �e de�nita ome:NC t = fLt jt(x) = O(T (x))g:La lasse NP si pu�o de�nire analogamente alla lasse P prendendo l'unione di tuttele lassi non deterministihe limitate superiormente da un polinomio in k:NP = NCp0 [NCp1 : : : [NCpk : : :In altre parole, L �e in NP se esiste una mahina di Turing non deterministia heaetta L in tempo polinomiale.Teorema 1.29 Se L �e aettato da una mahina di Turing in tempo T (n) = O(nk)allora esiste una ostante  e una MTD di omplessit�a O(nk ) he risolve il problemax 2 L.Dimostrazione Sia d il grado di non determinismo di una mahina di Turing, ovveroil numero massimo di quintuple hq; s : : :i he ominiano on la stessa oppia hq; si.Osserviamo he �e la selta tra queste istruzioni he rea il non determinismo, infattiper una MTD d = 1. Per x 2 �� i sono al pi�u dT (jxj) di�erenti aloli di lunghezza� T (jxj), per x. A partire da questi �e possibile ostruire una MTD he aetta L esi dimostra he L �e in NP. 2La lasse NP �e la lasse dei problemi per i quali esiste un algoritmo di risoluzionenon deterministio di omplessit�a polinomiale. La lasseNP si pu�o de�nire analoga-mente alla lasse P � NP, in quanto un algoritmo deterministio �e un aso parti-olare di un algoritmo non deterministio.Abbiamo visto preedentemente osa intendiamo per riduzione di un linguaggioad un altro linguaggio. Abbiamo dato una de�nizione di riduzione in termini diuna funzione totale alolabile; abbiamo detto he, se tale funzione �e alolabile intempo polinomiale la hiamiamo trasformazione polinomiale.Dati due linguaggi L1 e L2 diremo he L1 �e riduibile in tempo polinomiale a L2se esiste una trasformazione polinomiale t tale he x 2 L1 sse t(x) 2 L2. Indihiamola riduzione on �P .Un linguaggio si dieNP-ompleto se �e nella lasseNP e se ogni altro linguaggiodella lasse �e riduibile a esso in tempo polinomiale. Di onseguenza un problemasi die NP-ompleto se �e nella lasse NP ed �e ompleto per riduzione polinomiale.Proposizione 1.30 Sia �P la relazione di equivalenza generata da �P :1. Se A e B sono NP-ompleti allora A �P B;



1.9. Complessit�a omputazionale 392. Se A �e NP-ompleto e B di lasse NP allora B �e NP-ompleto se A �P B.3. Se A �e NP-ompleto e di lasse P allora P = NP.Dimostrazione1. Se A e B sono NP-ompleti allora A �P B e B �P A e quindi A �P B.2. Se A �e NP-ompleto e B �e di lasse NP allora se A �P B per ogni L in NP,L �P B e quindi B �e NP-ompleto.3. P � NP; se A �e NP-ompleto allora per ogni L in NP, L �P A e siome A inP ne segue he L in P e quindi NP � P. 2Osserviamo he il primo punto della preedente proposizione i die he tutti iproblemi NP-ompleti sono altrettanto diÆili. Il seondo i fornise il metodo pi�uusuale per dimostrare la NP-ompletezza di un linguaggio. Il terzo punto i diehe lo studio dei problemi NP ompleti �e ruiale al �ne di stabilire he P 6= NP.Congettura: P 6= NPIl primo problema he �e stato dimostrato, da Cook, essere NP-ompleto �e la sod-disfaibilit�a di enuniati proposizionali6. Sia X un insieme in�nito numerabile.SATIstanza: Un enuniato A proposizionale espresso ome ongiunzionedi disgiunzioni di lettere proposizionali p, p 2 X.Rihiesta: A �e soddisfaibile?Teorema 1.31 [Cook, 1971 ℄ Il problema SAT �e NP-ompleto.La dimostrazione �e stata fatta nell'artiolo [14℄, in ui Cook ha anhe introdottola nozione di riduibilit�a polinomiale, la lasse NP e la nozione di problema NP-ompleto.Analogamente a oP de�niamo oNP = fLjCL 2 NPg. Poih�e P �e hiuso peromplementazione si ha he P = oP � NP e quindi P = oP � NP \ oNP.Si ongettura he esistano linguaggi he non sono in P e he sono nell'intersezioneNP \ oNP. Un altro problema anora aperto �e se la lasse NP �e o meno hiusaper omplementazione, io�e se dato un linguaggio in NP il suo omplemento �e inNP o meno. Se questo non fosse vero avremmo hiaramente he P 6= NP, infattiabbiamo visto he P �e hiusa per omplementazione. In partiolare, non esistenessun problema NP-ompleto il ui omplemento sia noto essere in NP.Riordiamo in�ne he le tenihe utilizzate per dimostrare la NP-ompletezzasono utilizzate anhe per dimostrare he un problema di deisione sta al di fuori diNP. Tuttavia si die, in genere, he un problema di deisione, he appartenga aNP o meno, �e NP-hard7 se esiste una riduzione a un problema NP-ompleto.6Gli enuniati proposizionali e la forma normale ongiuntiva verranno de�niti nei apitoli 3 e 4.7NP-hard viene tradotto in italiano ome NP-arduo, o NP-diÆile.



40 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IA1.9.1 EseriziEserizio 38 De�nire una mahina di Turing he alola la somma di due nu-meri su un alfabeto f1; 0g, quindi numeri binari. Si analizzi la omplessit�a T dellamahina de�nita.Eserizio 39 Date due lassi C1 e C2 dimostrare he C1 � C2 sse oC1 � oC2.Eserizio 40 Dimostrare he non esiste una funzione t e una lasse Ct tale hetutti i linguaggi deidibili sono in Ct.Eserizio 41 Dimostrare he se L1; L2 2 P allora L1 [ L2 2 P e L1 \ L2 2 P.



1.10. Riepilogo 411.10 RiepilogoIn questo apitolo abbiamo introdotto:1. la nozione di insieme e alune semplii operazioni su insiemi;2. la nozione di oppia e di n-upla ordinata;3. le nozioni di relazione, funzione, operazione e alune loro propriet�a importanti;4. la ardinalit�a di insiemi;5. il metodo di dimostrazione per diagonalizzazione;6. l'assioma del buon ordinamento;7. il prinipio di induzione matematia e quello di induzione ompleta;8. la de�nizione induttiva di insiemi;9. la riorsione;10. le funzioni alolabili e i modelli di alolo;11. i problemi di deisione: le nozioni di deidibilit�a, semideidibilit�a e indeidi-bilit�a;12. abbiamo in�ne presentato le nozioni di base della omplessit�a omputazionale.
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Capitolo 2I sistemi formaliIntroduiamo qui la nozione di sistema formale o sistema logio o, pi�u sempliemente,logia.De�nizione 2.1 Una logia � �e de�nita da:� Un insieme non vuoto (�nito o al pi�u numerabile) A di simboli, detto alfabetodi �. Una sequenza �nita di elementi di A �e detta espressione di �.� Un sottoinsieme F delle espressioni di � hiamato l'insieme delle formule benformate (o pi�u sempliemente formule) di �.� Un sottoinsieme Ax di F, detto insieme degli assiomi logii o assiomi di �.� Un insieme �nito R di relazioni R1; : : : ; Rn tra formule di �, dette regole diinferenza. Per iasuna Ri di R esiste un unio intero positivo j tale he, perogni insieme ostituito da j formule e per ogni formula A, si pu�o e�ettivamentedeidere se le j formule sono in relazione Ri on A. In aso positivo, A �e dettaonseguenza diretta delle formule date, mediante Ri.2.1 Il linguaggioL'insieme F delle formule ben formate ostituise il linguaggio L della logia. Gene-ralmente F viene de�nito in modo induttivo1. Diamo qui di seguito una de�nizione1Oppure attraverso una grammatia libera da ontesto. In questo aso �e importante he essanon sia ambigua. 43



44 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IAinduttiva dell'insieme delle formule ben formate F di una logia � in ui distin-guiamo un insieme iniziale detto insieme degli atomi Atom e il ui alfabeto A on-tenga un insieme �nito di operatori (o onnettivi) he, per sempliit�a, supponiamounari (li indihiamo on \?" pre�sso) e binari (li indihiamo on \Æ" in�sso).De�nizione 2.2 L'insieme F delle formule ben formate di una logia � on alfabetoA �e l'insieme de�nito induttivamente ome segue:1. Se A �e un elemento di Atom allora A 2 F ;2. Se A 2 F e ? �e un operatore unario allora (?A) 2 F ;3. Se A 2 F , B 2 F e Æ �e un operatore binario allora (A ÆB) 2 F.La ostruzione illustrata �e una ostruzione induttiva. Come abbiamo visto nel pree-dente apitolo, i sono due metodi per ostruire tale insieme: uno top-down, i diehe l'insieme F �e il pi�u piolo insieme induttivo, io�e l'intersezione di tutti gli in-siemi generati dall'insieme iniziale Atom e hiusi rispetto alle operazioni ? e Æ. Unseondo, bottom-up, he i permette di ostruire l'insieme F a partire dall'insiemeiniziale Atom appliando le operazioni ? e Æ un numero �nito di volte. Dal lemma1.6 e dal prinipio di induzione riaviamo he entrambe le ostruzioni sono equiv-alenti e qualunque sottoinsieme S di F , tale he Atom � S e S hiuso rispetto a ?e Æ, �e uguale a F .Una importante onseguenza del fatto he l'insieme delle formule ben formatesia stato de�nito induttivamente �e he per esso vale un prinipio di induzione strut-turale. Un tale prinipio si rivela molto utile nel veri�are he una data propriet�avale per tutti gli elementi dell'insieme: esso riondue la veri�a al aso base e alaso induttivo della ostruzione degli oggetti appartenenti all'insieme.Teorema 2.3 [Prinipio di induzione strutturale ℄ Per dimostrare he unapropriet�a Q vale per ogni formula A di F basta dimostrare:� Passo base{ Q vale per ogni formula A di Atom;� Passo induttivo{ Se la propriet�a Q vale per A allora vale per (?A), per ogni operatoreunario ?;{ Se la propriet�aQ vale per B e C, allora vale per (BÆC), per ogni operatorebinario Æ.Dimostrazione Sia fbf l'insieme delle formule ben formate di L he hanno la pro-priet�a Q. Per il passo base e per il passo induttivo, l'insieme soddisfa le ondizioni



2.1. Il linguaggio 451-3 della de�nizione 2.2, pertanto fbf �e induttivo. Siome F �e il pi�u piolo in-sieme he ontiene Atom e hiuso rispetto a ? e Æ (ovvero F �e il pi�u piolo insiemeinduttivo), allora F � fbf e dunque ogni formula di F ha la propriet�a Q. 2�E hiaro he non tutte le espressioni di L sono formule ben formate, tuttavia, datauna formula A possiamo onsiderare A ome una sequenza �nita di simboli di A.Ad esempio se A = (?(B Æ (?(C ÆD)))), on B;C;D 2 Atom, possiamo onsiderareA ome la sequenza di simboli h(,?, (, B,Æ; (; ?; (; C; Æ;D; ); ); ); )i. Si hiama pre�ssoproprio di A la stringa non vuota di simboli S tale he A risulta dalla onatenazionedi S e R, per qualhe stringa non vuota di simboli R. Chiaramente se A 2 Atom Anon ha un pre�sso proprio.Osserviamo (si vedano gli eserizi 43 e 44) he il pre�sso proprio di una formulaben formata non �e esso stesso una formula ben formata.Il seguente teorema i die he l'insieme delle formule ben formate �e un insiemeliberamente generato.Teorema 2.4 [Uniit�a della deomposizione ℄ Per ogni formula ben formataA di F vale una (e una sola) delle seguenti propriet�a:1. A 2 Atom;2. Esiste un unio operatore unario ? e un'unia formula B tale he A ha laforma (?B);3. Esiste un unio operatore binario Æ e due formule unihe B e C tali he A hala forma (B Æ C).Dimostrazione Prima di tutto dobbiamo mostrare he l'insieme delle formule �eliberamente generato, io�e he gli operatori sono iniettivi e il loro odominio �e aintersezione vuota. Analizziamo solo il aso degli operatori binari.i. Sia (B Æ C) = (D Æ E); anelliamo il primo simbolo e otteniamo B Æ C) eD ÆE). Per gli eserizi 43 e 44 abbiamo he B ÆC) = D ÆE) e, siome B non pu�oessere un pre�sso proprio di D, n�e D pu�o essere un pre�sso proprio di B, avremoB = D; pertanto ÆC) = ÆE) e quindi, seguendo lo stesso ragionamento, C = E.ii. Dobbiamo ora mostrare he operatori di�erenti hanno l'intersezione dei loroodomini vuota. Consideriarmo anora solo il aso di un operatore binario e mostria-mo he il suo odominio �e a intersezione vuota on quello di ogni altro operatorebinario e di un qualunque operatore unario. Supponiamo Æ 6= Æ0; dobbiamo mostrarehe, se (B ÆC) = (D Æ0 E) allora abbiamo una ontraddizione. Infatti, per lo stessoragionamento di prima, se (B Æ C) = (D Æ0 E) allora B = D e dunque Æ = Æ0;ontraddizione. Analogamente, supponiamo he (BÆC) = (?D), allora BÆC) = ?D)e quindi B deve essere della forma ?E e D della forma ÆC ma nessuna formulaominia n�e on ? { senza parentesi { n�e on Æ.Abbiamo os�� mostrato he i onnettivi sono iniettivi e i loro odomini sono aintersezione vuota.



46 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IAMostriamo, a questo punto, he ogni formula ben formata riade in almeno unadelle ategorie enuniate.Supponiamo he esista una formula ben formata F 2 F he non soddisfa nessunadelle propriet�a 1-3. Sia X = F � fFg. Per 1, Atom � X. Quindi X �e liberamentegenerato da Atom, per mezzo di ? e Æ, dunque �e induttivo. Ne segue he X soddisfale ondizioni della de�nizione 2.2 e, pertanto, F � X. Per de�nizione di X, X � F ,ne segue he X = F Quindi X = F = F � fFg; ontraddizione.Oorre, in�ne, mostrare he nessuna formula riade in pi�u di una delle ategorie1-3; questa parte �e lasiata al lettore (si veda l'eserizio 45). 2Nel primo aso si die he A �e una formula atomia, nel seondo he ? �e il suooperatore prinipale e he B �e la sua (unia) sottoformula immediata, nel terzo asosi die he Æ �e il suo operatore prinipale e heB e C sono le sue (unihe) sottoformuleimmediate.Il risultato preedente i permette di de�nire funzioni sull'insieme F riorsiva-mente.Teorema 2.5 [Prinipio di riorsione strutturale ℄ Sia f de�nita per ia-suna formula A 2 Atom; esiste una e una sola funzione f he estende f talehe: Il valore di f su (?A) �e de�nito in termini di f (A) per ogni operatore unario?;Il valore di f su (A Æ B) �e de�nito in termini di f(A) ed f(B) per ogni on-nettivo binario Æ.Dimostrazione �E una onseguenza immediata del teorema di riorsione 1.9 e delpreedente teorema 2.4. 2Esempio 22 De�niamo, riorsivamente, una funzione he ostruise l'insieme degliatomi he oorrono in una formula di F ome segue:onta : F 7! 2Atom1. onta(A) = fAg se A 2 Atom2. onta(?A) = onta(A)3. onta(A ÆB) = onta(A) [ onta(B):Per il teorema di riorsione, onta esiste ed �e unia, ovvero siamo erti he se abbiamoun insieme di k atomi in una formula, non i sar�a una funzione onta0, de�nitanello stesso modo, tale he onta(A) di�erise da onta0(A) per qualhe A. Sia A =(?(BÆ(C ÆD))), avremo: onta(A) = onta(BÆ(C ÆD))) = onta(B)[onta(CÆD)= onta(B) [ onta(C) [ onta(D) = fB;C;Dg.



2.1. Il linguaggio 47Si pu�o mostrare (si veda l'eserizio 43) he ogni formula ben formata non atomiaominia on \(" e termina on \)". In base a tale aratteristia, le parentesi sipossono omettere imponendo una preedenza fra i onnettivi. Ad esempio, in unalogia in ui i onnettivi siano: :;!;^ si pu�o onvenire he il onnettivo : leghi pi�ustrettamente del onnettivo ^, e he il onnettivo ^ a sua volta leghi pi�u strettamentedel onnettivo!. Quando uno stesso onnettivo viene utilizzato pi�u volte di seguitosi intende he esso assoi a destra, io�e A ÆB Æ C = (A Æ (B Æ C)).Esempio 23 Supponiamo di avere la formula senza parentesi::A ^ :B ! C ^D ^ E:La formula �e univoamente letta nel seguente modo:(((:A) ^ (:B))! (C ^ (D ^ E))):2.1.1 EseriziEserizio 42 Dimostrare he (A Æ (ÆB)) non appartiene a F.Eserizio 43 Dimostrare he ogni formula A 2 F ha lo stesso numero di parentesi\(" e di parentesi \)". Usare l'induzione strutturale.Eserizio 44 Provare he ogni pre�sso proprio di una formula A ha pi�u parentesi\(" he parentesi \)".Eserizio 45 Dimostrare he per iasuna formula ben formata vale al pi�u unadelle propriet�a 1{3 del teorema 2.4.Eserizio 46 Modi�are la funzione onta dell'esempio 22 in modo he essa for-nisa ome risultato il numero di atomi distinti he oorrono in una formula:onta : F 7! NEserizio 47 De�nire una funzione riorsiva su Fsottof : F 7! 2Fhe assegna a ogni formula A l'insieme sottof(A) delle sottoformule di A. Provarehe se A ha n onnettivi allora sottof(A) ontiene al pi�u 2n + 1 sottoformule.Eserizio 48 Utilizzare il teorema 2.4 per realizzare un algoritmo he, rievendo iningresso una formula in ui ompaiono solo i onnettivi ^;!;:, lettere dell'alfabetoitaliano e parentesi, determini se la formula �e ben formata o no. L'algoritmo deveostruire l'albero sintattio assoiato alla formula, ovvero l'albero he ha la radieetihettata on il onnettivo prinipale della formula da analizzare e iasun nodo,tranne le foglie, �e etihettato da un onnettivo. Ad esempio, il onnettivo prinipaledi ((A ^B)! (C ! A)) �e la prima oorrenza del onnettivo !.



48 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IA2.2 Sistemi di valutazioneAbbiamo visto nel paragrafo 2.1 he il linguaggio di una logia �e ostruito a partireda elementi iniziali (he abbiamo hiamatoAtom e abbiamo lasiato non spei�ati),per mezzo di operatori unari e binari. Il modo in ui abbiamo ostruito l'insiemedelle formule ben formate i garantise una propriet�a hiamata omposizionalit�a dellinguaggio he, ome vedremo fra breve, �e molto importante nel momento in ui sivoglia assoiare un signi�ato alle formule2.Normalmente, ogni linguaggio (pensiamo all'italiano piuttosto he all'inglese o aun linguaggio di programmazione ome il Pasal) assoia al suo insieme di simboliiniziali un signi�ato. Ad esempio in Pasal l'insieme dei simboli iniziali �e l'insiemedelle parole riservate fwhile;until; : : :g e a iasun simbolo �e assoiato un omando.Cos�� in italiano, ome in tutte le lingue parlate, possiamo onsiderare le parole (ilvoabolario), ome l'insieme dei simboli iniziali e, ovviamente, ogni parola assumeun signi�ato rispetto al mondo reale. Tuttavia, quando mettiamo insieme le pa-role e on esse ostruiamo una frase, per mezzo di opportuni ostruttori linguistii,l'interpretazione della frase dipende non solo dal signi�ato delle parole ma dallaostruzione stessa della frase.Esempio 24 Considerare le due frasi \Tutti i bambini sono buoni" e \Tutti i buonisono bambini".Pertanto, quando parliamo di \interpretazione" di un linguaggio i riferiamo sia alsigni�ato assoiato ai suoi simboli iniziali sia all'estensione di tale signi�ato, permezzo dei ostruttori del linguaggio, alle frasi del linguaggio. In tal modo anhel'interpretazione ha un arattere omposizionale.Se il linguaggio appartiene a un sistema formale, individuare il signi�ato deisimboli iniziali ed estendere tale signi�ato, mediante i ostruttori del linguaggio,alle formule ben formate, vuol dire fornire il sistema formale di una semantia. Inqualhe modo la semantia o�re un apparato interpretativo he hiamiamo sistemadi valutazione della logia.De�nizione 2.6 Un sistema di valutazione S �e una tripla hB;T ;Opi, dove:1. B �e un insieme detto insieme dei valori di verit�a he ontiene almeno dueelementi.2. T � B �e un sottoinsieme proprio di B, detto insieme designato a rappresentareil vero.3. Op = fOp?;OpÆg �e l'insieme delle funzioni he orrispondono ai ostruttoridel linguaggio f?; Æg, on Op? : B 7! B e OpÆ : B � B 7! B. OpÆ e Op?interpretano Æ e ?.2Osserviamo he la propriet�a di omposizionalit�a vale per ogni insieme induttivo.



2.2. Sistemi di valutazione 49Solitamente B ontiene esattamente due elementi B= ft; fg (e in tal aso la logia�e detta \a due valori di verit�a": t sta per il vero, f sta per il falso), ma pu�oanhe ontenerne tre, quattro, o un qualunque numero �nito o in�nito (anhe nonnumerabile, ome nel aso delle logihe \fuzzy");T ontiene l'insieme dei valori he designano il vero. Nel aso della logia a duevalori di verit�a, io�e nel aso B= ft; fg, si avr�a T = ftg.Per iasun operatore in Op viene de�nita una tabella di verit�a he dipende daivalori di verit�a de�niti nel sistema di valutazione.Esempio 25 Supponiamo he Æ sia l'impliazione materiale !, e siano S2 e S3due sistemi di valutazione. In S2, B2 = ft; fg e in S3, B3 = ft;u; fg, dove u vuoldire inde�nito. De�niamo le tabelle di verit�a per Op! ome segue:Op! t f Op! t f ut t f t t f uf t t f t t tu t f u1. Tabella per Op! a due valori 2. Tabella per Op! a tre valoriOsserviamo he gli indii di riga e olonna sono, rispettivamente, i valori del primo eseondo argomento di Op! e gli elementi della matrie sono i orrispondenti valori.Il sistema di valutazione non die ome valutare gli elementi diAtom, per questode�niamo un'assegnazione:De�nizione 2.7 Dato un sistema di valutazione S = hB;T ;Opi per L, un'asse-gnazione V �e una funzione: V : Atom! BEstendiamo l'assegnazione V a una interpretazione IV : F 7! B per le formule di Fome segue.De�nizione 2.8 Sia V un'assegnazione, una interpretazione IV : F 7! B �e de�nitaome:� IV(A) = V(A) se A 2 Atom;� IV(?A) = Op?(IV(A))� IV(A ÆB) = OpÆ(IV(A); IV(B))Una interpretazione �e quindi omposta da un'assegnazione alle formule atomihe eda un sistema di valutazione he aratterizza il modo in ui vengono valutati glioperatori nella logia. Pertanto, �ssato un sistema di valutazione, l'interpretazionedi una formula di fatto dipende soltanto dalla assegnazione dei valori di verit�a alleformule atomihe.



50 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IAEsempio 26 Supponiamo he l'operatore Æ sia la ongiunzione ^ e la tabella diverit�a di ^, per il sistema S2 = hB;T ;Opi on B = ft; fg e T = ftg, sia laseguente:Op^ t ft t ff f fSia A = (B ^ (C ^ D)) e sia IV(B) = V(B) = t, IV(C) = V(C) = f e IV(D) =V(D) = t. Si pu�o veri�are he IV(A) = f .�E hiaro he IV �e de�nita riorsivamente e, quindi, poih�e abbiamo mostrato (teo-rema 2.4) he l'insieme F �e liberamente generato, per il teorema di riorsione seguehe IV estende V ed �e unia. Tuttavia per assiurarene enuniamo il seguente:Lemma 2.9 Per ogni formula A di F , per ogni assegnazione V e V0 tale he V(P ) =V 0(P ), per ogni P 2 Atom he oorre in A, IV(A) = IV 0(A).Dimostrazione Lasiata al lettore (si veda l'eserizio 49), si suggerise di usarel'induzione strutturale. 2De�nizione 2.10 Una formula A �e una tautologia rispetto a un sistema di valu-tazione S sse IV(A) 2 T per ogni interpretazione IV.Dire he IV(A) 2 T per ogni assegnazione V signi�a dire he lo �e per ogni interpre-tazione IV .De�nizione 2.11 Una formula A �e soddisfaibile se esiste una interpretazione IV,tale he IV(A) 2 T .Come preedentemente, erhiamo un'assegnazione di verit�a per le formule atomihedi A, tale he IV(A) 2 T .De�nizione 2.12 Una formula A �e insoddisfaibile o ontraddittoria se IV(A) 62 Tper ogni IV.Quindi, se una formula �e una tautologia, allora essa �e anhe soddisfaibile; se unaformula non �e una tautologia essa pu�o essere sia soddisfaibile he non. Se la logiaha un operatore unario : per denotare la negazione, avremo he la negazione :A diuna tautologia A �e una formula insoddisfaibile, io�e una ontraddizione.Alternativamente alle funzioni di interpretazione, si pu�o studiare il signi�ato diuna formula in una \struttura" matematia o \realt�a" j=: invee di una notazionefunzionale (ovvero IV) si adotta una notazione relazionale, basata sulla relazione disoddisfaibilit�a j=, dove j=� M� F ; M �e una struttura e M j= A si legge \Mmodella A".Rimandiamo una de�nizione pi�u dettagliata a quando presenteremo le varielogihe, ovvero daremo un arattere pi�u preiso ai ostruttori del linguaggio e allestrutture.



2.3. Apparato deduttivo 512.2.1 EseriziEserizio 49 Dimostrare il lemma 2.9.Eserizio 50 Siano S2 e S3 ome nell'esempio 25 e Æ sia l'impliazione materialeon assoiate le due tabelle di verit�a de�nite nell'esempio 25.Sia A = (B ! (C ! B)). Veri�are he in S2, per qualunque assegnazione agliatomi, l'interpretazione IV(A) = t. Cosa suede on S3?Eserizio 51 De�nire un insieme di onnettivi O e delle funzioni Op he li inter-pretano, on relative tabelle di verit�a assoiate. De�nire riorsivamente la relazionej= per i onnettivi. Data una formula A, sia V(P ) = t sse P 2M , per ogni atomoP he oorre in A. Veri�are he IV(A) = t sse M j= A.Eserizio 52 De�nire i onetti di inde�nito e sovrade�nito. Assoiare a essi deivalori di verit�a da unire ai due valori t e f . Costruire delle tabelle per opportunionnettivi, nello stile delle tabelle fornite nell'esempio 25.2.3 Apparato deduttivoVediamo ora ome �e possibile manipolare un linguaggio � utilizzando ategorie for-mali o nozioni meta-logihe, ome regole di inferenza e assiomi, e mediante questide�nire un sottoinsieme interessante di formule ben formate, io�e quello dei teoremidi �. Introdurremo prima la nozione di dimostrazione, poi quella di teorema.Le regole di inferenza di R spesso vengono sritte nella seguente forma:A1 � � �AnAdove le formule sritte al di sopra della riga orizzontale vengono hiamate premessedella regola e la formula sritta al di sotto della riga �e detta la sua onlusione.L'insieme Ax degli assiomi di una logia � pu�o essere vuoto, �nito o in�nito.Partiolarmente interessante �e il aso in ui Ax �e �nito o desrivibile in maniera�nita, io�e �e deidibile.Talvolta gli assiomi vengono sritti ome regole di inferenza senza premesse, io�ese A 2 Ax sriveremo: ADe�nizione 2.13 Una sequenza �nita di formule A1; � � � ; An di � �e detta una di-mostrazione o prova in � se, per ogni i ompreso tra 1 ed n, o Ai 2 Ax, io�e �e unassioma di �, oppure �e una onseguenza diretta mediante una delle regole di R dialune delle formule he la preedono nella sequenza.



52 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IADe�nizione 2.14 Una formula A di � �e detta un teorema di � se esiste una di-mostrazione di � he ha A ome ultima formula. Tale dimostrazione �e detta unadimostrazione di A in �.Indiheremo on `A il fatto heA �e un teorema di �. In aso di ambiguit�a sriveremo`�A oppure `RA a sottolineare he A ha una dimostrazione in �, oppure he A hauna dimostrazione mediante regole di R. `�A si legge anhe: A �e derivabile in �;`RA si legge anhe: A �e derivabile mediante R.De�nizione 2.15 Sia � un insieme di formule, io�e � � F. Diiamo he unaformula A �e una onseguenza di � (lo sriviamo �`A, he si legge \A si deriva da�") se esiste una sequenza di formule A1; : : : ; An tale he A �e An e per iasun iompreso tra 1 e n si ha he o Ai 2 Ax, o Ai 2 � o Ai �e onseguenza diretta dialune delle formule he la preedono nella sequenza.Tale sequenza �e detta una derivazione o prova di A da � in �. Gli elementi di �sono detti le premesse, o ipotesi, o anhe assunzioni di A. Se � �e un insieme �nitoB1; : : : ; Bn sriviamo indi�erentemente fB1; : : : ; Bng`A oppure B1; : : : ; Bn`A.Si noti ome un teorema altro non �e se non una formula derivabile \per via dilogia", io�e una derivazione da un insieme di assunzioni � vuoto: srivere ` Aequivale a srivere ; ` A.De�nizione 2.16 Sia � un insieme di formule. La hiusura deduttiva di �, de-notata on Cn(�), �e l'insieme di tutte le formule he sono onseguenza di � (io�eCn(�) = fAj�`Ag)De�nizione 2.17 Sia � un insieme di formule. � �e onsistente sse Cn(�) �e unsottoinsieme proprio di F (io�e Cn(�) = fAj�`Ag � F).La nozione di onseguenza in una logia � pu�o godere di una o pi�u delle seguentipropriet�a:� Se A 2 � allora �`A, o anhe se A 2 � allora A 2 Cn(�), dunque � � Cn(�)(questa propriet�a �e detta inlusione);� Se � � � e �`A allora �`A, o anhe Cn(�) � Cn(�)(questa propriet�a �e detta monot�onia);� �`A se e solo se esiste un sottoinsieme �nito � di � tale he �`A(questa propriet�a �e detta ompattezza);� Se �`A e per ogni B di � si ha he �`B allora si ha he �`A(questa propriet�a �e detta taglio sulle premesse).In una logia in ui sia presente un operatore di impliazione, pu�o inoltre valere unteorema di deduzione, io�e: � ` A! B sse �; A ` B:



2.4. Considerazioni sui sistemi formali 53Notare he in logia un teorema �e una formula derivabile nel linguaggio. Una pro-priet�a del linguaggio e delle sue formule non �e quindi un teorema, ma un meta-teorema. Le propriet�a he abbiamo sopra enuniato, nel aso valgano per una logia�, sono meta-teoremi per �.Nel seguito la parola \dimostrazione" verr�a usata on un duplie signi�ato: una\dimostrazione" in una logia � �e una sequenza di formule di � he porta ad unteorema di � (oerentemente on le de�nizioni 2.13 e 2.14); una \dimostrazione" diun meta-teorema he onerne una logia � �e una sequenza di argomentazioni usataper provare una propriet�a di ui la logia � gode.2.3.1 EseriziEserizio 53 Nella de�nizione di logia data in 2.1, si rihiede he iasuna regoladi inferenza sia deidibile. Analizzare questa selta: quali sarebbero le onseguenzenel aso non si ponesse questa ondizione?Eserizio 54 Si supponga di avere un insieme � = fA;A ! B;B ! Cg in unalogia in ui valgano tutte le propriet�a elenate sopra (inlusione, monot�onia, e-etera) e in ui nell'apparato deduttivo i sia solo una regola MP (A;A ! B;B).Dire osa pu�o essere sostituito a ? in � `?. Si individui un insieme � su ui sipossa appliare il taglio sulle premesse.2.4 Considerazioni sui sistemi formaliIn genere le formule di un insieme � sono intese rappresentare una data realt�a.In questo aso tutte le strutture in ui le formule di � sono veri�ate sono dettemodelli di � e l'insieme � �e detto l'insieme degli assiomi propri assoiati a talimodelli. Quindi, rappresentare una data realt�a in un sistema formale � signi�aindividuare un insieme di formule di � (gli assiomi propri) he hanno quella realt�aa modello, non sempre { anzi di rado { modello eslusivo.Abbiamo visto he una logia si pu�o de�nire tramite un linguaggio, un insiemedi assiomi e un insieme di regole di inferenza. Stabilire, per mezzo degli assiomie delle regole di inferenza, quali sono le formule \interessanti" della logia, ovveroi teoremi, signi�a fare \deduzione". I passi neessari a stabilire se una formula�e un teorema della logia possono essere espressi tramite un algoritmo e quindimeanizzati. Possiamo dire he, in questo modo, stiamo utilizzando il sistemaformale ome un sistema di deduzione e, quindi, non siamo e�ettivamente interessatial signi�ato delle formule del linguaggio ma, piuttosto, al modo in ui mettiamoinsieme tali formule per ostruire una prova diretta oppure, ome vedremo spesso in



54 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IAseguito, una refutazione, io�e una prova he la negazione di una erta formula �e inontraddizione on gli assiomi e le ipotesi fatte.Il fatto he i passi di una dimostrazione possano essere posti in forma di unalgoritmo e meanizzati non signi�a he possiamo sempre avere una risposta seuna formula �e un teorema oppure no, n�e signi�a he per ostruire una prova nonoorra aluna reativit�a. Che una proedura di prova termini, on una rispostapositiva o negativa (a seonda he la formula in questione sia un teorema o meno)dipende dalla logia. Se tale proedura esiste, io�e se l'insieme dei teoremi di unalogia �e deidibile, diremo he la logia �e deidibile.Abbiamo visto he un linguaggio ha un signi�ato. Possiamo essere interessatia un sistema formale dal punto di vista \del signi�ato", invee he da un punto divista deduttivo. In altri termini il linguaggio pu�o serviri per aratterizzare dellestrutture. In tal aso siamo interessati alla teoria dei modelli. L'aspetto interessantedella teoria dei modelli �e he i porta a dare una aratterizzazione preisa di os'�e lanozione di verit�a in una struttura. Abbiamo visto he la nozione di verit�a alla qualesiamo interessati, deve rialare gli stessi prinipi di omposizionalit�a del linguaggio,ovvero la verit�a (o falsit�a) di una formula si ottiene tramite la verit�a (o falsit�a) dellesue omponenti (sottoformule), e questo i �e assiurato dalle tabelle di verit�a per glioperatori della logia.�E hiaro he os�� ome si possono de�nire algoritmi assoiati alle proedure diprova, si possono de�nire algoritmi assoiati alla interpretazione di una formula;algoritmi he possono stabilire se una formula �e vera in tutte le strutture dellalogia o meno. Analogamente alle proedure di prova, la possibilit�a di stabiliree�ettivamente la validit�a di una formula, dipende dal linguaggio.�E naturale hiedersi he tipo di onnessione '�e fra i due modi di utilizzareun sistema formale: quello legato alle dimostrazioni e quello semantio legato aimodelli. La onnessione �e auspiabile nel senso he sarebbe per lo meno stranoriusire a provare teoremi e non riusire a ollegarli alle formule valide. Tutto i�oper�o non �e ovvio, nel senso he proedure di deduzione e proedure assoiate allavalidit�a non sono neessariamente omplementari l'una all'altra.Ad esempio potremmo avere un insieme in�nito di strutture da analizzare perveri�are se una erta formula �e vera in esse, ma solo un insieme �nito di assiomi hedesrive tali strutture. E da tale insieme potremmo avere una proedura di provahe i fornise una risposta.Nel primo aso, l'arbitrariet�a on ui si pu�o segliere un modello per un insiemedi formule lasia poo spazio alla deidibilit�a della nozione di validit�a.In altre ondizioni, potremmo essere interessati a trovare solo un modello peruna formula, io�e a veri�arne la soddisfaibilit�a, mentre la proedura di prova non�e in grado di dari una risposta se quella formula �e un teorema o meno. Vedremo inseguito he esistono lassi di formule per le quali stabilire quali sono valide si riduealla selta di un unio modello.In e�etti �e proprio l'interazione tra teoria dei modelli e teoria della deduzione herende un sistema formale interessante: i�o he si pu�o manipolare sintattiamente ha



2.4. Considerazioni sui sistemi formali 55un e�ettivo risontro, in termini di nozione di verit�a, nella realt�a in ui il linguaggio�e interpretato.Tale interazione �e stabilita dalle seguenti de�nizioni:De�nizione 2.18 Un apparato deduttivo R �e orretto se per ogni formula A 2 F ,`R A implia j= A.De�nizione 2.19 Un apparato deduttivo R �e ompleto rispetto a una lasse diformule � � F , se per ogni formula A 2 �, j= A implia `R A.Risultano di partiolare interesse le logihe � e le de�nizioni di semantihe per uisi possa dimostrare un teorema di orrettezza e ompletezza, ossia una oinidenzatra la nozione semantia di onseguenza (io�e quella basata sui modelli) e quellasintattia (basata sulle dimostrazioni). Tale meta-teorema talvolta si esempli�asrivendo: ` � j=.Il teorema di orrettezza e ompletezza stabilise una stretta relazione tra illivello sintattio (io�e della deduzione) e quello semantio (io�e dei modelli) per unsistema formale, e stabilise una stretta analogia tra le nozioni introdotte ai duelivelli. Tale relazione si pu�o riassumere nella seguente tabella, ui �e opportuno fareriferimento nei prossimi apitoli:sintassi semantia� `R A � j= Aderivabilit�a onseguenza logia`R A j= Ateorema validit�aCn(�) � F � 6j= fonsistenza soddisfaibilit�ainonsistenza insoddisfaibilit�aCn(�) = F � j= fChiudiamo questo apitolo on una riessione sull'uso della parola \modello" inlogia. Nel linguaggio omune, os�� pure ome in quello sienti�o, la parola mo-dello ha due distinti e opposti signi�ati; entrambi hanno a he vedere on unarappresentazione e i�o he �e rappresentato. Il problema �e he la parola modello�e talvolta usata per indiare il primo termine della relazione (io�e la rappresenta-zione) talvolta il seondo (io�e l'oggetto rappresentato). Cos�� per esempio si diehe il manufatto a sala ridotta he rappresenta una bara o un aereo �e un modellodella bara o dell'aereo. Anhe in eonomia si parla di modello per intendere unarappresentazione matematia del merato. In logia matematia al ontrario, larappresentazione �e hiamata teoria e i�o he �e rappresentato �e hiamato modello.Questo uso �e ontrario a quello sienti�o, ma oinide on quello degli artisti, per



56 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IAesempio i pittori, he parlano di modello per intendere i�o he viene rappresentato,io�e l'oggetto della pittura (he ne �e quindi la rappresentazione).2.4.1 EseriziEserizio 55 Stabilire le relazioni di ontenimento e omplementariet�a tra gli in-siemi delle formule valide, soddisfaibili e insoddisfaibili.Eserizio 56 Individuare aluni ostruttori linguistii della lingua italiana.



2.5. Riepilogo 572.5 RiepilogoIn questo apitolo abbiamo introdotto le de�nizioni relative ai sistemi formali, osistemi logii. In partiolare abbiamo de�nito:1. il linguaggio, io�e l'insieme delle formule ben formate;2. la de�nizione induttiva di formula e il relativo prinipio di induzione e rior-sione strutturale;3. la nozione di sistema di valutazione: il modo di attribuire un signi�ato alleformule della logia;4. la nozione di insieme di valori di verit�a e di insieme designato a rappresentareil vero;5. la nozione di assegnazione e di valutazione di una formula;6. la nozione di tautologia, formula soddisfaibile insoddisfaibile e ontradditto-ria;7. la nozione di modello per un insieme di formule e di formula valida;8. l'apparato deduttivo, io�e l'insieme delle regole di inferenza;9. la nozione di dimostrazione o prova, e di teorema in una logia;10. la nozione di hiusura deduttiva e di onsistenza;11. le propriet�a di inlusione, mon�otonia, ompattezza e taglio sulle premesse;12. il teorema di deduzione.Abbiamo in�ne orrelato la nozione sintattia di deduzione ` on quella semantiadi onseguenza logia j=, introduendo le propriet�a di orrettezza e ompletezza diun apparato deduttivo.
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Parte IILa logia lassia
In questa parte presentiamo la logia lassia: proposizionale e delprimo ordine.Nel apitolo 3 introduiamo il pi�u semplie linguaggio logio: Lalogia proposizionale, o alolo delle proposizioni, ne presentiamo lasintassi, la semantia e ne disutiamo la deidibilit�a.Nel apitolo 4 i oupiamo di deduzione per la logia proposizionale:presentiamo i sistemi assiomatii, la deduzione naturale, il metodo deitableau e la risoluzione. Presentiamo quindi, nel apitolo 5, la nozionedi teoria proposizionale.Nel apitolo 6 presentiamo il linguaggio e le strutture di interpre-tazione per la logia del primo ordine, o alolo dei prediati. Quindi,nei apitoli 7 e 8 introduiamo la deduzione nel aso prediativo, riper-orrendo quanto introdotto nel apitolo 4, questa volta nel aso pi�uinteressante della logia del primo ordine. Ci so�ermiamo, in�ne, nelapitolo 9 sulle teorie del primo ordine.





Capitolo 3La logia proposizionaleA�rontiamo in questo apitolo la logia proposizionale. Il potere espressivo di questoformalismo �e limitato: in esso infatti possiamo esprimere proposizioni he sono vereo false, ma non propriet�a he possono valere o no su uno/molti/tutti gli individuidi una erta lasse. Col basso potere espressivo si oniuga la deidibilit�a di questalogia. Presenteremo la sintassi e la semantia del alolo proposizionale, mentre ilproblema della deduzione verr�a a�rontato nei apitoli suessivi.3.1 SintassiIntroduiamo in questo paragrafo la nozione di linguaggio proposizionale LW o-struito su un alfabeto W. Iniziamo on la de�nizione di alfabeto.De�nizione 3.1 Un alfabeto W �e ostituito da:� I onnettivi proposizionali : (unario) e ^, _, ! e $ (binari);� Le ostanti proposizionali >, ? (per denotare il vero e il falso);� Un insieme non vuoto (�nito o numerabile) di simboli proposizionali P =fA;B; : : : ; P;Q; : : :g;� I simboli separatori `(' e `)'.Nel seguito sriveremo L quando W �e hiaro dal ontesto. De�niamo ora le formuledi L.De�nizione 3.2 L'insieme Prop delle formule ben formate o formule del linguag-gio proposizionale L �e l'insieme de�nito induttivamente ome segue:61



62 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IA1. Le ostanti e i simboli proposizionali sono formule;2. Se A �e una formula (:A) �e una formula;3. Se Æ �e un onnettivo binario (io�e Æ 2 f_;^;!;$g)e se A e B sono dueformule, (A ÆB) �e una formula.Le ostanti e i simboli proposizionali sono anhe detti atomi, le loro negazioni sonodette atomi negati. Gli atomi e gli atomi negati sono anhe detti letterali. Gliatomi negati sono talvolta detti letterali negativi. Una formula del linguaggio propo-sizionale �e anhe detta proposizione o enuniato proposizionale.Data una formula A di Prop, ogni formula B he appare ome omponente diA �e detta sottoformula di A. La de�nizione di sottoformula, di onnettivo prinipalee di sottoformula immediata �e la seguente:De�nizione 3.3 Sia A una formula di Prop, l'insieme delle sottoformule di A �ede�nito ome segue:1. Se A �e una ostante o un simbolo proposizionale allora A stessa �e la sua solasottoformula.2. Se A �e una formula del tipo (:A0) allora le sottoformule di A sono A stessae le sottoformule di A0; : �e detto onnettivo prinipale e A0 sottoformulaimmediata di A.3. Se A �e una formula del tipo B Æ C dove Æ �e un onnettivo binario (io�e Æ 2f_;^;!;$g), e B e C due formule, le sottoformule di A sono A stessa e lesottoformule di B e C; Æ �e detto onnettivo prinipale; B e C sottoformuleimmediate di A.La de�nizione he abbiamo introdotto per le formule proposizionali fa un abbondanteuso di parentesi. Come abbiamo detto nel apitolo preedente, le parentesi si possonoeliminare on l'introduzione di una opportuna preedenza tra i onnettivi. Per leformule proposizionali si usa la seguente onvenzione: la massima preedenza a :,poi, nell'ordine, ai onnettivi ^,_,! e in�ne $. Questo signi�a he, in assenza diparentesi, una formula ben formata va parentetizzata privilegiando le sottoformulei ui onnettivi prinipali hanno preedenza pi�u alta. A parit�a di preedenza, io�ese siamo in presenza di pi�u oorrenze dello stesso onnettivo, si assume he essoassoi a destra.Esempio 27La formula :A ^ :Bviene parentetizzata ome ((:A) ^ (:B)).La formula A ^B _ Cviene parentetizzata ome ((A ^B) _ C).La formula A! B ! Cviene parentetizzata ome (A! (B ! C)).



3.2. Semantia 63La formula :A ^ :B ! C ^D ^ Eviene parentetizzata ome (((:A) ^ (:B))! (C ^ (D ^ E))):La formula :A ^ (:B ! C) ^D ^ Eviene parentetizzata ome ((:A) ^ ((:B)! C) ^ (D ^ E)):3.1.1 EseriziEserizio 57 Veri�are he i seguenti risultati mostrati nel apitolo preedente val-gono per la logia proposizionale.1. Ogni proposizione in Prop ha lo stesso numero di parentesi `(' e `)';2. Prop �e un insieme liberamente generato.Eserizio 58 De�nire riorsivamente su Prop la funzionesimb: Prop7! 2Phe restituise l'insieme dei simboli proposizionali he oorrono in una proposizione.Eserizio 59 De�nire una proedura riorsiva di visita dell'albero sintattio asso-iato a una espressione proposizionale. La proedura deve:a) stabilire se l'espressione �e una formula ben formata o meno;b) nel aso lo sia, stampare la formula proposizionale opportunamente parente-tizzata.3.2 SemantiaIl sistema di valutazione S = hB;T ;Opi della logia proposizionale �e de�nito da:1. B= f0; 1g;2. T = f1g;3. Op= fOp:;Op^;Op_;Op!;Op$g uno per ogni onnettivo del linguaggiof:;^;_;!;$g, on Op: : B 7! B e OpÆ : B � B 7! B, Æ 2 f^;_;!; $g.La funzione Op: della logia proposizionale �e de�nita ome segue: Op:(1) = 0 eOp:(0) = 1. Questo �e di solito espresso in maniera onisa ome: :(0) = 1 e:(1) = 0, io�e la funzione di valutazione assoiata a un onnettivo viene indiataol simbolo stesso del onnettivo e viene de�nita in forma tabellare mediante latavola o tabella dei valori di verit�a per il onnettivo:



64 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IA:1 00 1Evitando di presentare le funzioni Op della logia proposizionale per i onnettivibinari, le presentiamo subito in forma di tabelle dei valori di verit�a.^ _ ! $1 1 1 1 1 11 0 0 1 0 00 1 0 1 1 00 0 0 0 1 1Il onnettivo di ongiunzione ^ viene de�nito in modo he A ^ B �e vero sse sia Ahe B (i due ongiunti) sono veri, quindi Op^ = min. Il onnettivo di disgiunzione_ viene de�nito in modo he A _ B �e vero sse A oppure B (uno dei due disgiunti)sono veri, quindi Op_ = max. Si noti he on questa de�nizione _ �e la disgiunzioneinlusiva, io�e orrisponde al \vel"latino e non all'\aut".La de�nizione della semantia del onnettivo di impliazione A ! B (dettaimpliazione materiale, in ui A �e detto premessa e B onseguenza) �e in un ertosenso meno intuitiva. Innanzi tutto si noti he, on la de�nizione data, si ha heA! A �e sempre vero, qualunque sia il valore di verit�a di A; questo orrisponde allanostra intuizione. Possiamo quindi aettare il fatto he aÆnh�e A ! B sia verobasta he B sia vero, indipendentemente dal valore di verit�a di A. Questo di fatto idie he, se B �e vero e B ! B �e vero, possiamo \ra�orzare"la premessa sostituendoa B un qualunque A e l'impliazione resta vera. Ovviamente, se la premessa �e verae la onseguenza �e falsa, l'impliazione �e falsa. Si noti he on questa de�nizione �ediÆile immaginare un nesso di ausa-e�etto tra premessa e onseguenza. Infatti inun opportuno linguaggio proposizionale avremmo anhe he \Se il Presidente dellaRepubblia si hiama Filippo, allora oggi ho vinto alla Lotteria di Capodanno" �euna impliazione vera, anhe se sia la premessa he la onseguenza sono false (aoggi, marzo 2000) ed �e diÆile immaginare un nesso di ausa-e�etto tra le due.La de�nizione della semantia del onnettivo di doppia impliazione �e del tuttointuitiva: il valore di verit�a di A$ B �e vero se i valori di verit�a di A e B oinidono.De�nizione 3.4 Un'assegnazione booleana V ai simboli proposizionali P �e una fun-zione totale: V : P ! f1; 0g:Analogamente a quanto osservato nel apitolo 2, per il teorema di riorsione e peril fatto he l'insieme delle formule proposizionali �e liberamente generato, ogni asse-



3.2. Semantia 65gnazione V si estende a un'unia interpretazione o valutazione booleana.De�nizione 3.5 Una valutazione booleanaIV : Prop 7! f1; 0g�e l'estensione a Prop di un'assegnazione booleana, io�eIV(A) = V(A) se A 2 P;IV(>) = 1;IV(?) = 0;IV(:A) = Op:(IV(A));IV (A ÆB) = OpÆ(IV(A); IV(B)):dove Æ 2 f^;_;!;$g. Data una assegnazione booleana V, l'esistenza e l'uniit�adella estensione IV sono garantite dal teorema di riorsione 1.9.Il valore di verit�a di una formula A dipende dall'assegnazione booleana a tutti isimboli proposizionali, inlusi quelli he non oorrono in A. Tuttavia, per dare unavalutazione booleana di A basta dire ome vengono valutati (interpretati) i simboliproposizionali di A. Infatti, sia A una formula proposizionale e sia simb(A) (si vedal'eserizio 58) l'insieme dei simboli proposizionali he oorrono in A:Teorema 3.6 Se V1 e V2 sono due assegnazioni he oinidono su simb(A) alloraIV1(A) = IV2(A).Dimostrazione Proediamo per induzione strutturale.(Passo Base) Osserviamo he l'asserto �e vero per le formule ? e > perh�e nonontengono simboli proposizionali. Se A 2 P, allora abbiamo V1(A) = V2(A) e, perde�nizione, IV1(A) = IV2(A). Pertanto l'asserto vale per i simboli proposizionali.(Passo Induttivo) Sia A = (:B). Abbiamo IV1(:B) = Op:(IV1(B)) e IV2(:B) =Op:(IV2(B)) e, dunque, poih�e per ipotesi induttiva IV1(B) = IV2(B), segue heIV1(A) = IV2(A). Analogamente, sia A = B Æ C on Æ 2 f^;_;!;$g; abbiamoIV1(B ÆC) = OpÆ(IV1(B); IV1(C)) e IV2(B ÆC) = OpÆ(IV2(B); IV2(C)) e, siomeper ipotesi induttiva, IV1(B) = IV2(B) e IV1(C) = IV2(C), segue he IV1(A) =IV2(A). 2Esempio 28 Consideriamo la formula A ! ((B ^ C) _ (C ! :A)) sia V(A) =V(B) = 1 e V(C) = 0. Abbiamo:IV (A! ((B ^ C) _ (C ! :A))) == Op!(IV(A); IV((B ^ C) _ (C ! :A)))= Op!(1;Op_(IV(B ^ C); IV(C ! :A)))



66 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IA= Op!(1;Op_(Op^(IV(B); IV(C));Op!(IV(C);Op:(IV(A)))))= Op!(1;Op_(Op^(1; 0);Op!(0; 0)))= Op!(1;Op_(0; 1))= Op!(1; 1)= 1ovvero: IV esiste, univoamente estende V e il valore di verit�a della formula �e deter-minato dal valore he V assume sui simboli proposizionali A, B e C he oorronoin essa.De�nizione 3.7 Una formula proposizionale A �e soddisfatta da una valutazionebooleana IV se IV(A) = 1.De�nizione 3.8 Una formula proposizionale A �e soddisfaibile se �e soddisfatta dauna qualhe valutazione booleana IV .De�nizione 3.9 Una formula proposizionale A �e una tautologia se �e soddisfatta daogni valutazione booleana IV .De�nizione 3.10 Una formula proposizionale A �e una ontraddizione non �e sod-disfatta da nessuna valutazione booleana IV .Dal teorema 3.6 segue he, per determinare se una formula proposizionale A �e soddi-sfaibile, tautologia o ontraddittoria, basta ostruire una tabella di valori di verit�ain ui ompaiono n+1 olonne, dove n �e il numero di simboli proposizionali distintiA1; A2; � � � An he ompaiono in A e nella n+1-esima olonna viene riportato il or-rispondente valore IV(A). La tabella ha 2n righe, tante sono le possibili assegnazionidistinte di valori di verit�a ai simboli di A.A1 A2 : : : An IV(A)1 1 : : : 1 IV1(A)1 1 � � � 0 IV2(A)� � � � � � � � � � � � � � �0 0 � � � 0 IV2n(A)A �e una tautologia sse l'ultima olonna ontiene solo 1, �e soddisfaibile sse essaontiene almeno un 1, �e ontraddittoria sse essa ontiene tutti 0.Teorema 3.11 Una formula A �e una tautologia sse :A �e una ontraddizione.



3.2. Semantia 67Dimostrazione Lasiata al lettore (si veda l'eserizio 60). 2De�nizione 3.12 Diiamo he A implia logiamenteB sse ogniqualvolta IV (A) =1 anhe IV(B) = 1.De�nizione 3.13 Diiamo he due proposizioni A e B sono logiamente equi-valenti o tautologiamente equivalenti sse IV(A) = IV(B) per ogni valutazionebooleana IV . In tal aso sriviamo A � B.Diamo qui di seguito una lista di formule tautologiamente equivalenti. Il lettorepu�o veri�are l'equivalenza, quale faile eserizio (si veda l'eserizio 61).1. Idempotenza: A ^ A � AA _ A � A2. Assoiativit�a: A ^ (B ^ C) � (A ^B) ^ CA _ (B _ C) � (A _B) _ CA$ (B $ C) � (A$ B)$ C3. Commutativit�a: A ^ B � B ^AA _ B � B _AA$ B � B $ A4. Distributivit�a: A ^ (B _ C) � (A ^B) _ (A ^ C)A _ (B ^ C) � (A _B) ^ (A _ C)5. Assorbimento: A ^ (A _B) � AA _ (A ^B) � A6. Doppia negazione: ::A � A



68 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IA7. Leggi di De Morgan: :(A ^B) � :A _ :B:(A _B) � :A ^ :B8. Terzo esluso:1 A _ :A � >9. Contrapposizione: A! B � :B ! :A10. Contraddizione: A ^ :A � ?:Intuitivamente i si aspetta he, se una proposizione A �e tautologiamente equiva-lente a una proposizione B, sostituendo A al posto di B all'interno di una formulaC il valore di verit�a di C non ambi.Cerhiamo ora di rendere pi�u preisa questa nozione. Indihiamo on F [p℄ unaformula proposizionale he pu�o ontenere delle oorrenze del simbolo p (detto meta-variabile o parametro proposizionale, io�e p sta a indiare un atomo). Con la no-tazione F [X=p℄ indiheremo la formula F [X℄ in ui tutte le oorrenze di p sonostate uniformemente e simultaneamente sostituite on oorrenze di una formula X.Chiameremo questa operazione sostituzione uniforme.Teorema 3.14 [Rimpiazzamento ℄ Siano F [p℄, X e Y formule proposizionali esia IV una valutazione booleana. Se IV(X) = IV(Y ) alloraIV(F [X=p℄) = IV(F [Y=p℄).Dimostrazione Per induzione strutturale. Osserviamo, innanzi tutto he se p nonoorre in F , nessuna sostituzione �e stata fatta, e quindi l'asserto �e banalmenteveri�ato.(Passo Base) Supponiamo he F [p℄ = p allora F [X=p℄ = X e F [Y=p℄ = Y ; peripotesi IV (X) = IV(Y ) e dunque IV(F [X=p℄) = IV(X) = IV(Y ) = IV(F [Y=p℄).(Passo Induttivo) Sia F [p℄ = A[p℄^B[p℄. Per ipotesi abbiamo he IV(X) = IV(Y );osserviamo he, per de�nizione di valutazione booleana:IV (F [X=p℄) = Op^(IV(A[X=p℄); IV(B[X=p℄)):1Il fatto he A _ :A sia sempre vero sembra del tutto intuitivo. In e�etti questa �e una arat-teristia della logia lassia; in altre logihe, per esempio nella logia intuizionista, questo fattonon vale.



3.2. Semantia 69Per ipotesi induttiva: IV(A[X=p℄) = IV(A[Y=p℄) e IV(B[X=p℄) = IV(B[Y=p℄).Quindi: Op^(IV(A[X=p℄); IV(B[X=p℄)) = Op^(IV(A[Y=p℄); IV(B[Y=p℄))Di nuovo, per de�nizione di valutazione booleana:Op^(IV(A[Y=p℄); IV (B[Y=p℄)) = IV (F [Y=p℄):Dunque IV(F [X=p℄) = IV (F [Y=p℄):Il aso degli altri onnettivi �e analogo ed �e lasiato al lettore (si veda l'eserizio 62).2Teorema 3.15 Se X � Y allora F [X=p℄ � F [Y=p℄.Dimostrazione Sia X � Y una equivalenza tautologia, quindi IV (X) = IV(Y ) perogni valutazione booleana IV ; per il teorema 3.14, IV (F [X=p℄) = IV (F [Y=p℄) perogni valutazione booleana. Ne segue he F [X=p℄ � F [Y=p℄. 2Esempio 29 Si onsideri l'equivalenza tautologia(A! B) � (:A _B):Sia F [p℄ = (p ! (C _D)). Si pu�o failmente veri�are he((A! B)! (C _D)) � ((:A _B)! (C _D)):Come abbiamo visto nel apitolo 2, possiamo fornire una nozione di interpretazionebasata sulla relazione2 j=. Sia M un insieme di simboli proposizionali, de�niamoj= � (M�L) riorsivamente ome segue:1. M j= A sse A 2 M;2. M j= > e M 6j= ?;3. M j= :A sse non (M j= A) sse M 6j= A;4. M j= A ^B sse M j= A e M j= B;5. M j= A _B sse M j= A oppure M j= B;6. M j= A! B sse M 6j= A oppure M j= B;7. M j= A$ B sse M j= A e M j= B, oppure M 6j= A e M 6j= B.2Come gi�a detto nel apitolo 2, M j= A si legge \M modella A".



70 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IALa relazione on la valutazione booleana �e data dal fatto he l'insieme dei simboliproposizionali he appartengono aM hanno valutazione booleana 1, e gli altri hannovalutazione booleana 0, ovvero:p 2 M sse V(p) = 1:Dunque il passo base della de�nizione riorsiva di j= oinide on la de�nizione diassegnazione booleana V. Il passo riorsivo, sui onnettivi : e ^, in realt�a, sfruttauna nozione meta-logia ome \non" ed \e". Tuttavia la de�nizione �e giusti�atadal fatto he si pu�o basare su IV , he estende uniamente V.Osserviamo he, nella de�nizione di j=, stiamo sottintendendo il linguaggio propo-sizionale L. Nel aso in ui non sia hiaro dal ontesto a quale linguaggio i siriferise, allora si usa indiare j=L.De�nizione 3.16 Sia A una formula, se M j= A diiamo he M �e un modello diA, ovvero he M rende vera A.De�nizione 3.17 Se M rende vere tutte le formule di un insieme �, io�e se M j=A, per ogni formula A in �, diiamo he M �e un modello per � e indihiamo questoon M j= �.Se A �e una tautologia, possiamo srivere j= A, in quanto A �e vera in ogni modello,ompreso quello vuoto.De�nizione 3.18 SeM j= A per qualhe M, allora diiamo he A �e soddisfaibile.De�nizione 3.19 Se per nessun insieme di simboli proposizionali M �e veri�atohe M j= A allora diiamo he A �e insoddisfaibile.Quindi una formula �e insoddisfaibile sse per essa non esiste un modello.Esempio 301. La formula A^B ha fA;Bg ome modello. Dunque la formula �e soddisfaibile.2. La formula A ^ :B ha fAg ome modello.3. La formula A ^:A non ha alun modello. Dunque la formula non �e soddisfa-ibile.4. La formula A! B ha fg, fBg e fA;Bg ome modelli; mentre fAg non �e unmodello.5. La formula A _B ha fAg, fBg e fA;Bg ome modelli.6. Sia A ! ((B ^ C) _ (C ! :A)), la formula dell'esempio 28. M = fA;Bg �eun modello per essa. Il lettore veri�hi se la formula ha o no altri modelli.



3.2. Semantia 71Il simbolo j= �e giusti�ato quando si onsiderano le nozioni di impliazione tautologi-a e di equivalenza tautologia, perh�e permettono una sempli�azione notazionale.Infatti se A implia tautologiamente B sriviamo j= A! B. Dato un insieme diproposizioni � e una proposizione A, se � implia logiamente A sriviamo � j= A.In�ne, se A �e tautologiamente equivalente a B, io�e se A � B , sriviamo j= A$ B.Il seguente teorema lega le nozioni di impliazione logia e di insoddisfaibilit�a:Teorema 3.20 � j= A sse � [ f:Ag�e insoddisfaibile:Dimostrazione()) Supponiamo � j= A, ma � [ f:Ag soddisfaibile. Allora esiste un modelloM tale he M j= � e M j= :A, ontraddizione on la de�nizione di impliazionelogia.(() Supponiamo he �[f:Ag sia insoddisfaibile, onsideriamo le seguenti trasfor-mazioni:1. non esiste un modello M tale he M veri�a entrambi gli asserti M j= � eM j= :A;2. per ogni modelloM,M non veri�a entrambi gli assertiM j= � e M j= :A;3. per ogni modelloM, M 6j= � oppure M 6j= :A;4. per ogni modelloM, M j= � impliaM 6j= :A;5. M 6j= :A sse M j= A;6. per ogni modelloM, M j= � impliaM j= A;7. � j= A.�E faile veri�are he 1 implia 2, 2 implia 3, . . . . e 6 implia 7. Infatti le trasfor-mazioni sono manipolazioni, a livello logio, di ostrutti meta-logii ome \per tutti",\esiste", \e", \oppure", \non", \implia", eetera. 2La propriet�a enuniata nel teorema 3.20 �e quella he giusti�a le dimostrazioni perassurdo: se si vuole provare he A segue da � basta assumere :A e provare hequesto ontraddie �.Dall'esempio 30 segue quanto abbiamo gi�a notato per le valutazioni booleane: quandoonsideriamo i modelli di una formula basta prendere in onsiderazione solo quelliin ui ompaiono i simboli proposizionali della formula. �E hiaro he se in una for-mula A oorrono n simboli proposizionali distinti, ovvero jsimb(A)j = n, allora ilnumero degli insiemi di simboli he i interessa veri�are per onosere il valore diverit�a di A �e al pi�u 2n. Tuttavia, osa suede se abbiamo un insieme in�nito � diproposizioni e vogliamo sapere se � j= A?Il teorema di ompattezza della soddisfaibilit�a (3.24) fornise una risposta aquesta domanda. Introduiamo prima alune de�nizioni e un lemma he sarannoutilizzati nella sua dimostrazione.



72 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IADe�nizione 3.21 Un insieme di formule � si die �nitamente soddisfaibile sseogni suo sottoinsieme �nito �e soddisfaibile.De�nizione 3.22 Un insieme di formule � si die massimale sse per ogni A di Lsi ha A 2 � oppure :A 2 �:Lemma 3.23 Sia � un insieme di formule. Se ogni sottoinsieme �nito di � �esoddisfaibile, allora per ogni formula A, ogni sottoinsieme �nito di � [ fAg o di� [ f:Ag �e soddisfaibile.Dimostrazione Lasiata al lettore (si veda l'eserizio 63). 2Teorema 3.24 [Compattezza della soddisfaibilit�a ℄ Un insieme di propo-sizioni � �e soddisfaibile sse �e �nitamente soddisfaibile.Dimostrazione Osserviamo innanzi tutto he se � �e �nito la tesi �e dimostrata. Cioupiamo quindi di � in�niti.()) Se � �e soddisfaibile, allora �e �nitamente soddisfaibile. Supponiamo �soddisfaibile e sia M0 un modello he lo soddisfa. Sia �0 un generio sottoinsieme�nito di �. Per ogni formula A 2 �0 � � abbiamo he M0 j= A. Quindi M0 j= �.(() Se un insieme di formule � in�nito �e �nitamente soddisfaibile, allora �esoddisfaibile. La dimostrazione onsiste di due parti. Nella prima dimostriamohe un insieme �nitamente soddisfaibile � si pu�o estendere a un insieme massimale� �nitamente soddisfaibile. Nella seonda parte ostruiremo un modello per �.Siome abbiamo ostruito � estendendo �, tale modello sar�a anhe un modello per�, quindi la tesi sar�a dimostrata.Cominiamo on l'enumerare tutte le formule del linguaggio: A0; A1; A2; : : :.Questa enumerazione �e possibile per il teorema 1.3. De�niamo per riorsione:�0 = ��n = ( �n�1 [An�1, se �n�1 [An�1 �e �nitamente soddisfaibile;�n�1 [ :An�1, altrimenti.Sia � = [n �n. Osserviamo innanzi tutto he � � �, per ostruzione. Osser-viamo inoltre he � �e massimale, io�e per ogni formula A, A o la sua negazioneappartengono a �. Infatti, siome la enumerazione delle formule �e ompleta, perostruzione dei �i, presa una qualunque A, esister�a un n per ui A = An, quindiA 2 �n � � oppure :A 2 �n � �. Osserviamo anhe he iasun �n �e �nitamentesoddisfaibile (per induzione: �0 = � �e �nitamente soddisfaibile; per il passoinduttivo si usa il lemma 3.23). Quindi, � �e �nitamente soddisfaibile, in quantoogni sottoinsieme �nito di � �e ontenuto in qualhe �n.Dobbiamo ora mostrare he � �e soddisfaibile. Per far questo ostruiamo unmodello per esso. Fissiamo, per ogni simbolo proposizionale P he oorre in �:P 2 � sse P 2 M:



3.2. Semantia 73Dimostriamo ora, per induzione strutturale sulle formule, he per ogni formula A:A 2 � sse M j= A:(Passo Base) Per ostruzione di M.(Passo Induttivo) Sia A = :B. M j= :B equivale aM 6j= B; per ipotesi induttiva,M 6j= B sse B 62 �. Siome � �e massimale, da B 62 � segue :B 2 �. PertantoM j= :B sse :B 2 �, he �e la tesi.Sia A = B ^ C. M j= B ^ C equivale a M j= B e M j= C; per ipotesi induttiva,abbiamo M j= B sse B 2 � e M j= C sse C 2 �. Quindi B;C 2 �, ovveroB ^ C 2 �, he �e la tesi. Il aso degli altri onnettivi binari �e analogo ed �e lasiatoal lettore (si veda l'eserizio 64).Abbiamo quindi mostrato heM �e un modello per �; siome � � �, abbiamohe M j= �, ovvero � �e soddisfaibile. 2Il teorema di ompattezza pu�o essere enuniato in modo equivalente ome segue:Teorema 3.25 Un insieme � di formule �e insoddisfaibile sse esiste un sottoinsieme�nito � � � he �e insoddisfaibile.La dimostrazione he questo enuniato �e equivalente al preedente �e lasiata allettore (si veda l'eseizio 65). 2Dal teorema di ompattezza seguono delle propriet�a interessanti, per esempio ilseguente orollario.Corollario 3.26 Se � j= A allora esiste un sottoinsieme �nito �0 di �, tale he�0 j= A.Dimostrazione Per ontraddizione. Supponiamo he per ogni �0 �nito, �0 6j= A, eonsideriamo le seguenti trasformazioni:1. �0 6j= A, per ogni �0 �nito, ipotesi;2. �0 [ f:Ag �e soddisfaibile per ogni �0 �nito (da 1, per il teorema 3.20);3. � [ f:Ag �e �nitamente soddisfaibile (da 2, per de�nizione di insieme �nita-mente soddisfaibile 3.21);4. � [ f:Ag �e soddisfaibile (da 3, per il teorema di ompattezza 3.24);5. � 6j= A (da 4, per il teorema 3.20).Contraddizione. 2Esempio 31 Veri�hiamo he A ^B j= B e he A ^B [ f:Bg �e insoddisfaibile.Sia M = fA;Bg, ogni modello M0 he ontiene M �e un modello di A ^B e,ovviamente, un modello di B. Si osservi he M� = fBg �e un modello di B,ma non �e un modello di A ^B. Pi�u in generale, nessun sottoinsieme propriodi M �e un modello di A ^B.A ^ B [ f:Bg, pu�o essere sritto ome A ^ (B ^ :B); �e evidente he taleformula non ha modelli.



74 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IA3.2.1 EseriziEserizio 60 Dimostrare il teorema 3.11.Eserizio 61 Dimostrare le equivalenze tautologihe di pagina 67 e suessiva.Eserizio 62 Dimostrare il aso F [p℄ = :A[p℄ e gli altri asi non dimostrati nelteorema 3.14.Eserizio 63 Dimostrare il teorema 3.23.Eserizio 64 Completare la dimostrazione del teorema 3.24.Eserizio 65 Dimostrare he l'enuniato del teorema 3.24 �e equivalente a quellodel teorema 3.25.Eserizio 66 Individuare quali delle seguenti formule �e una tautologia:1. A! (B ! A);2. (A! B)! ((A! :B)! :A);3. A! (:A! B);4. A! (A!?));5. (? ! A):Eserizio 67 Dimostrare he la seguente formula, ostruita su un numero �nito disimboli A1; A2; : : : ; An �e una tautologia se e solo se ogni simbolo proposizionale Aiompare un numero pari di volte:A1 $ A2 $ A1 $ An $ A2 : : :$ A1:Eserizio 68 Siano A1; A2; : : : ; An, on n numero �nito pari, formule del aloloproposizionale e sia P un simbolo proposizionale. Dimostrare he la formula:A1 $ A2 $ : : :$ An�e soddisfaibile se lo �e il seguente insieme di formule.fP $ A1; P $ A2; : : : ; P $ Ang:Il vieversa �e falso; fornire un ontroesempio.Eserizio 69 De�nire una proedura he assegnando arbitrariamente un valore diverit�a alle foglie dell'albero sintattio assoiato a una formula proposizionale (si vedal'eserizio 59), stampi il valore booleano della formula he etihetta la radie.



3.3. Deidibilit�a 75Eserizio 70 Considerare la seguente tautologia F = (((B ! A) ! B) ! B).Dimostrare he j= F sse IV(F ) = 1 per ogni valutazione booleana IV .Eserizio 71 Considerare la formula e il modelloM dell'esempio 30, parte 1. Con-siderare un qualunque simbolo proposizionale di L. Cosa suede se se ne modi�al'interpretazione?Eserizio 72 Dimostrare le seguenti equivalenze tautologihe:1. (A$ B) � (A! B) ^ (B ! A);2. (A! B) � :A _B;3. :> � ?.Eserizio 73 Dimostrare he A j= B sse j= A! B.Eserizio 74 Dimostrare he A1; : : : ; An j= B sse A1; : : : ; An�1 j= An ! B, perogni n > 0.Eserizio 75 Sia L un linguaggio proposizionale ostruito su un alfabeto di n sim-boli, on n �nito. Sia Mod = fMjM j= A;A 2 Lg, io�e Mod �e l'insieme di tutti imodelli di L. Dimostrare he la ardinalit�a di Mod �e al massimo 2n:Eserizio 76 Un enuniato del alolo proposizionale �e detto positivo se �e un atomooppure se �e ostruito dagli atomi usando solo i onnettivi ^ e _. Sia � un insieme�nito e soddisfaibile di formule di un linguaggio proposizionale L.Sia � = fAj� j= A;A �e un enuniato positivog. Dimostrare he N �e un modello di� sse esiste un M tale he M �e un modello di � e N �M.3.3 Deidibilit�aLa logia proposizionale �e deidibile. In e�etti, la logia proposizionale si hiamaalolo delle proposizioni perh�e esiste una proedura e�ettiva he stabilise se unaproposizione A �e una tautologia o meno. Nel aso del alolo proposizionale possiamosempre essere in grado di alolare le formule vere del linguaggio. In verit�a, omevedremo nel aso della logia del primo ordine, la dizione alolo si usa anhe qualorasi abbia una logia semideidibile.Per veri�are la deidibilit�a del alolo proposizionale siamo interessati a deiderese una formula A del alolo proposizionale �e una tautologia o meno.Un altro interessante problema di deisione per il alolo proposizionale onsistenello stabilire se una formula �e soddisfaibile o meno (questo problema �e di solitoindiato on SAT (si veda 39).



76 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IAAbbiamo visto he per deidere se A �e una tautologia bisogna veri�are le tabelledi verit�a per ogni assegnazione ai simboli proposizionali he oorrono in A, pertantose in A oorrono n simboli proposizionali, sar�a suÆiente veri�are 2n asi.Nel seguito usiamo tabelle di verit�a ridotte. Si hiama ridotta una tabella di verit�ain ui le olonne vengono indiiate on tutti i simboli e onnettivi he oorrononella formula, i valori di verit�a dei simboli proposizionali vengono riportati sottoogni oorrenza del simbolo nella formula; il valore di verit�a risultante per iasunasottoformula viene riportato sotto il onnettivo prinipale della sottoformula stessa.In questo modo il valore di verit�a dell'intera formula sar�a leggibile nella olonnasottostante al suo onnettivo prinipale.Esempio 32 Sriviamo la tabella di verit�a ridotta per P ! (Q! P )P ! Q ! P1 1 1 1 11 1 0 1 10 1 1 0 00 1 0 1 0Il valore della quarta olonna �e IV(Q! P ) seondo le assegnazioni booleane a P eQ. Il valore della seonda olonna, ovvero della olonna del onnettivo prinipale, �eIV (P ! (Q! P )).Lemma 3.27 Se � �e e�ettivamente enumerabile, allora l'insieme delle onseguenzetautologihe di �, ovvero l'insieme fA j � j= Ag �e e�ettivamente enumerabile.Dimostrazione Dobbiamo mostrare he, data una formula A, se � j= A allora esisteuna proedura he risponde S�I. Consideriamo una enumerazione �0;�1;�2; : : : deisottoinsiemi �niti di �. Data una formula A, onsideriamo la lista dei sottoinsiemi�niti di � nel seguente modo: j= A;�0 j= A;�1 j= A;. . .Per il orollario 3.26 se � j= A esiste un �i �nito tale he �i j= A, e dunque tale �iomparir�a nella enumerazione. 2Il problema della veri�a se una formula del alolo proposizionale �e o menouna tautologia, ome pure il problema SAT , sono hiaramente esponenziali nelladimensione della formula. Consideriamo ome dimensione di una formula il numerodi simboli di proposizione distinti he in essa ompaiono. Come gi�a detto, datauna formula A on n simboli proposizionali distinti, per veri�are se la formula �euna tautologia o se �e soddisfaibile basta ostruire una tabella di verit�a per A, heonterr�a 2n righe.



3.4. Completezza di insiemi di onnettivi 77Ci si pu�o hiedere se si pu�o fare di meglio, io�e se sia possibile trovare algoritmipolinomiali per risolvere il problema di deisione delle tautologie e della soddisfai-bilit�a del alolo proposizionale.SAT non �e anora stato dimostrato intrinseamente esponenziale, anhe se esisteuna erta evidenza in questo senso: se SAT fosse polinomiale tutta una serie diproblemi a esso riduibili, per i quali non �e stata dimostrata la polinomialit�a, sarebbepolinomiale, in quanto, ome gi�a visto nel teorema 1.31, SAT �e NP-ompleto.Per quanto riguarda invee la veri�a della tautologiit�a delle formule del aloloproposizionale, si fa notare he questo problema �e il omplementare di SAT , infattiuna formula �e una tautologia sse la sua negata �e non soddisfaibile. Esso verr�aindiato on SAT . Il problema di deisione per SAT �e quindi o-NP.3.3.1 EseriziEserizio 77 Dimostrare se l'insieme delle formule proposizionali Prop �e deidi-bile o meno.Eserizio 78 Dimostrare se l'insieme delle tautologie �e deidibile o meno.Eserizio 79 Dimostrare se l'insieme delle formule soddisfaibili �e deidibile o meno.Eserizio 80 Sia � un insieme tale he per ogni A si veri�a he � j= A oppure� j= :A, dimostrare he � �e deidibile.3.4 Completezza di insiemi di onnettiviI onnettivi de�nisono delle funzioni da f0; 1g (nel aso del onnettivo unario :)oppure f0; 1g � f0; 1g (nel aso dei onnettivi binari _;^; : : :) in f0; 1g. Ciasunadi queste funzioni, dette funzioni booleane, �e de�nita attraverso la relativa tabelladei valori di verit�a oppure, equivalentemente, attraverso le funzioni Op: e OpÆ,Æ 2 f^;_;!; $g.Pi�u in generale, ogni formula proposizionale A ontenente simboli proposizionalidistinti A1; A2; : : : ; An de�nise una funzione booleana da f0; 1gn in f0; 1g.De�nizione 3.28 Sia A una formula proposizionale ontenente esattamente n atomidistinti A1; A2; : : : ; An; la funzione fA : f0; 1gn 7! f0; 1g tale he fA(v1; v2; : : : ; vn) =IV(A), dove V �e l'interpretazione per ui V(Ai) = vi per ogni i = 1; 2; : : : ; n �e dettala funzione di verit�a assoiata ad A.



78 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IAQuindi, ogni proposizione del alolo proposizionale de�nise una funzione n-aria(possiamo anhe hiamarla onnettivo n-ario), dove n �e il numero degli atomi distintihe in essa ompaiono. Si pu�o failmente veri�are he, per ogni n esistono 22nfunzioni booleane distinte (io�e tante quanti sono i sottoinsiemi di f0; 1gn). Quindi,nel aso di n = 2 esistono 16 onnettivi distinti. Noi ne abbiamo introdotti 4, e {ome alune equivalenze logihe introdotte preedentemente hanno mostrato { essinon sono indipendenti, nel senso he aluni sono esprimibili in termini di altri.De�nizione 3.29 Dato un insieme di onnettivi C e un onnettivo  62 C per ui siabbia una funzione di verit�a f = Op, si die he  si deriva da (oppure si de�nise intermini dei) onnettivi di C se esiste una formula proposizionale F ostruita usandosolo i onnettivi di C tale he f � fF .Esempio 33 Il onnettivo ^ si pu�o de�nire in termini di f:;_g nel seguente modo:(A ^B) � :(:A _ :B).A B :A :B :A _ :B :(:A _ :B) A ^B1 1 0 0 0 1 11 0 0 1 1 0 00 1 1 0 1 0 00 0 1 1 1 0 0Esempio 34 La formula F = (A ^ :B) _ (:A ^ B) de�nise la seguente funzionedi verit�a: A B :A :B A ^ :B :A ^B F1 1 0 0 0 0 01 0 0 1 1 0 10 1 1 0 0 1 10 0 1 1 0 0 0Il onnettivo binario os�� de�nito si hiama or eslusivo perh�e orrisponde all'\aut"latino (esso �e vero sse uno solo dei suoi argomenti �e vero). In genere esso vieneindiato on _ e detto xor. La preedente ostruzione mostra he il onnettivo _ �ederivabile dall'insieme di onnettivi f:;^;_g.Teorema 3.30 (A! B) � (:A _B)



3.4. Completezza di insiemi di onnettivi 79(A _B) � (:A! B)(A _B) � :(:A ^ :B)(A ^B) � :(:A _ :B)(A ^B) � (((A! ?)! ?)! (B ! ?))! ?:A � A! ?? � A ^ :A(A$ B) � (A! B) ^ (B ! A)Dimostrazione Lasiata al lettore (si veda l'eserizio 81). 2Si noti he la ostante proposizionale ? (os�� ome la ostante proposizionale >)pu�o essere onsiderata ome un onnettivo 0-ario.Un insieme di onnettivi logii �e ompleto se mediante i suoi onnettivi si pu�oesprimere qualunque funzione booleana. Pi�u formalmente:De�nizione 3.31 Un insieme di onnettivi logii C si die ompleto sse, data unaqualunque f : f0; 1gn 7! f0; 1g esiste una formula proposizionale A ostruita me-diante i onnettivi dell'insieme C tale he f � fA.In partiolare, un insieme di onnettivi logii �e ompleto se mediante i suoi onnettivisi pu�o esprimere qualunque altro onnettivo.�E faile veri�are (si veda l'eserizio 83) he l'insieme dei onnettivi f:;^;_g �eompleto, os�� ome lo sono: f:;_g e anhe f:;^g .Questo i porta a onludere he nella trattazione della logia potremmo riduria onsiderare due soli onnettivi. Si pu�o in e�etti anhe dimostrare he uno soloonnettivo binario pu�o bastare per de�nire tutti gli altri; in partiolare un onnettivoa selta tra il \nand"o il \nor"{ de�niti negli eserizi 87 e 88 { ostituise un insiemeompleto. Si pu�o anhe dimostrare (si veda l'eserizio 89) he nand e nor sono gliunii due onnettivi binari ompleti.Usare un minor numero di onnettivi nelle formule porterebbe siuramente auna maggiore stringatezza nelle dimostrazioni fatte per asi sui singoli onnettivi,ma nuoerebbe grandemente alla leggibilit�a delle formule stesse. Le equivalenzemostrate nel teorema 3.30 ne fornisono evidenza. Abbiamo quindi preferito laleggibilit�a alla onisione.3.4.1 EseriziEserizio 81 Dimostrare il teorema 3.30.Eserizio 82 Mostrare ome �e possibile assoiare le operazioni insiemistihe ai on-nettivi. Dimostrare he le propriet�a insiemistihe sono onservate.Eserizio 83 Dimostrare he i seguenti insiemi di onnettivi sono ompleti.



80 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IA1. f:;^;_g;2. f:;_g;3. f:;^g.Eserizio 84 Dimostrare he l'insieme di onnettivi f!;?g �e ompleto, sapendohe f:;^g lo �e.Eserizio 85 Dimostrare he l'insieme di onnettivi f^;$;_g �e ompleto, e henessuno dei suoi sottoinsiemi propri lo �e.Eserizio 86 Stabilire se gli insiemi di onnettivi f!;^g e f_;^g sono o no om-pleti.Eserizio 87 Il onnettivo nand �e de�nito dalla seguente tabella di verit�a:A B A nand B1 1 01 0 10 1 10 0 11. Esprimerlo in funzione di f:;^g e di f:;_g2. Dimostrare he esso �e ompleto.Eserizio 88 Il onnettivo nor �e de�nito dalla seguente tabella di verit�a:A B A nor B1 1 01 0 00 1 00 0 11. Esprimerlo in funzione di f:;^g e di f:;_g2. Dimostrare he esso �e ompleto.Eserizio 89 Dimostrare he nand e nor sono gli unii due onnettivi binari heda soli ostituisono un insieme ompleto.Eserizio 90 Sia 5 il onnettivo ternario espresso dalla seguente funzione di verit�a5(A;B;C) = 1 sse max(V(A);V(B)) + V(C) = 2Esprimere 5 in funzione di f:;^g.



3.5. Riepilogo 813.5 RiepilogoIn questo apitolo abbiamo visto ome le nozioni relative ai sistemi formali presentatenel apitolo preedente si alano nel aso di un semplie sistema formale, quello delalolo proposizionale. In partiolare, abbiamo introdotto:1. il linguaggio, io�e l'insiemedelle formule ben formate del alolo proposizionale;2. il sistema di valutazione e le tabelle dei valori di verit�a per i onnettivi logii;(a) la nozione di formula tautologia, soddisfaibile, ontraddittoria,(b) il teorema del rimpiazzamento,() la nozione di modello,(d) il teorema di ompattezza della soddisfaibilit�a.3. Abbiamo poi disusso la deidibilt�a del alolo proposizionale4. e la ompletezza di insiemi di onnettivi.
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Capitolo 4Sistemi deduttivie deduzione automatiain logia proposizionaleIntroduiamo, in questo apitolo, la nozione di derivazione di una formula propo-sizionale da un insieme di proposizioni o teoria. Per fare i�o oorre de�nire un siste-ma deduttivo, io�e un metodo di alolo he manipoli eslusivamente proposizioni,he non neessiti di riorrere ad altri aspetti della logia, ome l'interpretazione delleformule. Dunque siamo interessati a de�nire un metodo di alolo indipendente dallefunzioni di valutazione e dai modelli. Vedremo he si pu�o stabilire, tramite un teo-rema di orrettezza e ompletezza, una orrispondenza tra le formule he onseguonodalla teoria mediante tale metodo e le formule veri�abili nei modelli della teoria.In questo apitolo presenteremo vari sistemi deduttivi per il alolo proposizio-nale: un sistema assiomatio, la deduzione naturale, il metodo dei tableau e larisoluzione. Il primo sistema si basa su un insieme di assiomi logii e un insieme diregole di inferenza; gli altri invee non fanno uso di assiomi logii, ma solo di regole diinferenza. Aluni sono pi�u adatti a una meanizzazione, altri meno; questo aspettoverr�a disusso nei rispettivi paragra�. Tra i metodi presentati, solo la risoluzionerihiede he le formule siano sritte in una forma normale. Tutti sono per ertiaspetti equivalenti, io�e per tutti vale un teorema di orrettezza e ompletezza equindi l'insieme di teoremi he si pu�o derivare on iasuno di essi �e lo stesso.4.1 Sistemi assiomatiiL'approio al problema della deduzione seguito nei sistemi assiomatii onsistenell'individuare un insieme di proposizioni da ui partire, ome dei prinipi hei permettano di ottenere altre proposizioni e di limitare al minimo il numero diregole di inferenza. Le proposizioni da ui partire, he quindi vengono assunte ome83



84 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IAprimitive sono gli assiomi (logii).Sono stati proposti vari sistemi assiomatii. Presentiamo qui di seguito quellointrodotto da Hilbert e noto ome sistema hilbertiano per la logia proposizionale.De�nizione 4.1 Siano A;B e C tre simboli proposizionali. Il alolo proposizionale�e de�nito dai seguenti shemi di assioma e dalle seguenti regole di inferenza:1. Shemi di assioma:(a) (A! (B ! A));(b) ((A! (B ! C))! ((A! B)! (A! C))) ;() ((B ! :A)! ((B ! A)! :B)).2. Regole di Inferenza:� Modus Ponens (MP): A; A! BB� Sostituzione Uniforme (SU): F [p℄F [X=p℄dove p �e un simbolo proposizionale he pu�o oorrere in F , X �e unaproposizione e p non oorre in X, F [X=p℄ �e detta una istanza di F [p℄.Gli assiomi del sistema hilbertiano oinvolgono solo i onnettivi ! e :; vedremonel seguito ome estenderli agli altri onnettivi. In e�etti, �e in virt�u della sosti-tuzione uniforme he possiamo parlare di shemi di assioma; in altri termini l'insiemeAxioms degli assiomi del alolo proposizionale �e l'insieme di tutte le formule hesi ottengono sostituendo uniformemente proposizioni al posto dei simboli proposi-zionali negli shemi a, b e . �E dunque hiaro he l'insieme degli assiomi Axioms �eun insieme in�nito, poih�e l'insieme delle istanze di a, b e  �e in�nito.Seguendo le de�nizioni 2.13 e 2.14, diiamo he una sequenza A1; : : : ; An �e unadimostrazione di A se An = A e se per ogni i, 1 � i � n, Ai �e un'istanza di unoshema di assioma (io�e �e ottenuto da a, b e  per mezzo di SU), oppure Ai �e ottenutoda Aj e Ak, j < k < i per MP, dove Ak = Aj ! Ai. In tal aso A �e un teorema delalolo proposizionale e lo indihiamo: `H Ahe si legge \si dimostra A" e dove il pedie H sta a indiare he la dimostrazione �estata fatta on l'apparato deduttivo hilbertiano. Diiamo he una proposizione A hauna prova da un insieme di proposizioni � se esiste una derivazione A1; : : : ; An = Atale he, per ogni i, 1 � i � n, Ai �e un'istanza di uno shema di assioma (io�e �e



4.1. Sistemi assiomatii 85ottenuto da a, b e  per mezzo di SU), oppure Ai �e ottenuto da Aj e Ak, j < k < iper MP, doveAk = Aj ! Ai, o Ai �e in �. Se A ha una dimostrazione da � sriviamo:� `H Ahe si legge \da � si deriva A". Gli elementi di � sono hiamati le premesse odipendenze di A. Dalla de�nizione di dimostrazione, �e evidente he`H A implia � `H A per qualunque �quindi, in partiolare, � `H A per ogni A 2 Axioms:Nel seguito se non '�e possibilit�a di onfusione omettiamo il pedie H; inoltre, se Aha una dimostrazione da �[fBg sriviamo �; B ` A. Sriviamo � ` � per indiarehe � ` A per ogni formula A 2 �.Illustriamo, ora, le propriet�a della relazione di derivazione `. Diiamo he ` �euna relazione, in quanto ` � (}(L)� L).Teorema 4.2 Le seguenti sono propriet�a della relazione di derivazione ` nel aloloproposizionale:1. Inlusione: Se A 2 � allora � ` A;2. Monot�onia: Se � ` A e � � � allora � ` A;3. Compattezza: � ` A sse esiste un �0 �nito, tale he �0 � � e �0 ` A;4. Taglio: Se � ` A e per ogni B 2 �, � ` B allora � ` A.Dimostrazione1. Inlusione. Sia A 2 �, dalla de�nizione di dimostrazione di A da � segue he� ` A.2. Monot�onia. Sia � ` A, dunque esiste una dimostrazione A1; : : : ; An = A, da� per A. Proediamo per induzione ompleta.(Passo base). A1 2 � oppure A1 �e un assioma. Se A1 2 � � � allora A1 2 �;se A1 �e una istanza di assioma allora � ` A1.(Passo induttivo). Supponiamo vero per ogni m < n he � ` Am. Se An 2 �o An �e un'istanza di assioma allora { ome sopra { � ` An. Se An �e statoottenuto mediante MP, �e stato ottenuto da Aj; Ak = Aj ! An, k; j < n, maper ipotesi induttiva � ` Aj e � ` Aj ! An, pertanto per MP, � ` An.3. Compattezza. Se � ` A allora esiste una dimostrazione A1; : : : ; An = A da�. Se nessun Ai �e in �, allora ` A e quindi la tesi. Altrimenti, onsideriamol'insieme degli Ai he oorrono nella dimostrazione di A tali he Ai 2 �. Taleinsieme �e �nito e lo hiamiamo �0. Siome per ogni altro Aj he oorre nella



86 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IAdimostrazione di A abbiamo he o �e una istanza di uno shema di assiomao �e ottenuto da due preedenti proposizioni per MP, ne segue he �0 ` A.Vieversa, supponiamo he �0 ` A; per monot�onia, poih�e �0 � � abbiamo� ` A. (Si pu�o notare he una direzione della ompattezza �e per l'appunto lamonot�onia).4. Taglio. Supponiamo � ` A e per ogni B 2 �, � ` B. Consideriamouna derivazione A1; : : : ; An = A di A da �. Se � �e vuoto la tesi �e di-mostrata. Altrimenti, per ogni Ai 2 �, avremo per ipotesi una dimostrazioneAk1 ; : : : ; Aki = Ai da �. Possiamo quindi sostituire in A1; : : : ; An = A iasunAi 2 � on la relativa dimostrazione a partire da �, ottenendo la sequenzaA1; : : : ; Ak1; : : : ; Aki = Ai; : : : ; Al1; : : : ; Alj = Aj; : : :An = A. Questa sequenza�e una dimostrazione di A da �, quindi � ` A. 2Esempio 35 La monot�onia, informalmente, die he al resere delle onosenzenon derese il numero di ose he possiamo derivare. Consideriamo, infatti, leseguenti a�ermazioni:tira-vento ` ho-freddo;piove e tira-vento ` ho-freddo.Se basta il vento a farmi sentire freddo, �e evidente he se piove e tira vento a maggiorragione avr�o freddo.Tuttavia, la monot�onia non �e sempre intuitiva dal punto di vista del nostro sensoomune. Consideriamo, infatti, le seguenti a�ermazioni:zuhero-nel-a��e ` a��e-dole;zuhero-nel-a��e e sale-nel-a��e ` a��e-dole.�E hiaro he il seondo enuniato �e falso dal punto di vista del senso omune, tuttaviadal punto di vista della logia �e vero.Come aennato in preedenza, altri onnettivi possono essere introdotti mediantede�nizioni, ad esempio:1. A ^B =Def :(A! :B);2. A _B =Def :A! B;3. A$ B =Def (A! B) ^ (B ! A).Osserviamo he, in questo ontesto, abbiamo dato delle de�nizioni per i onnettiviperh�e non possiamo utilizzare la nozione di ompletezza di insiemi di onnettiviintrodotta nel paragrafo 3.4, he si basa sulla nozione di valutazione booleana. Qui,infatti, stiamo solo onsiderando un \alolo", he �e sintattio, dunque non siamoautorizzati a utilizzare nozioni semantihe, quali l'equivalenza tautologia1.1Fintanto he non dimostreremo un teorema he i die he \possiamo utilizzare le tautologieome teoremi", ovvero il teorema di ompletezza.



4.1. Sistemi assiomatii 87Teorema 4.3 [Teorema di deduzione ℄ Sia � un insieme di formule propo-sizionali e siano A e B due formule proposizionali:�; B ` A sse � ` B ! A:Dimostrazione ()) Sia A1; : : : ; An = A una dimostrazione di A da � [ fBg.Proediamo per induzione ompleta.(Passo Base) A1 �e un assioma, oppure sta in �, oppure �e B stesso. Per lo shema(a) abbiamo A1 ! (B ! A1), dunque se A1 �e in � o A1 �e un assioma, abbiamo, perMP he � ` B ! A1. Se A1 = B, siome B ! B �e un teorema (si veda l'eserizio91), abbiamo � ` B ! B.(Passo Induttivo) Supponiamo he � ` B ! Ai, i < n. Consideriamo An. Comesopra, se An 2 � o An �e un assioma o An �e B abbiamo � ` B ! An. Supponiamoallora he An sia stato ottenuto per MP. Dunque �e stato ottenuto da due formuleAj e Ak, j; k < n. Per ipotesi induttiva � ` B ! Aj e � ` B ! Ak. Ma Ak deveessere della forma Aj ! An, dunque abbiamo � ` B ! Aj e � ` B ! (Aj ! An).Per lo shema di assioma (b) abbiamo he ((B ! (Aj ! An)) ! ((B ! Aj) !(B ! An))). Da questa formula e da B ! Aj e B ! (Aj ! An), appliando duevolte MP, si avr�a � ` B ! An.(() Questa parte �e lasiata ome eserizio al lettore (si veda l'eserizio 94). 2Esempio 36 Vogliamo mostrare he, nel sistema proposto si deriva:` :A! (A! B)1: :A (ipotesi)2: A (ipotesi)3: A! (:B ! A) (shema (a))4: :A! (:B ! :A) (shema (a))5: :B ! A (da 2 e 3 per MP)6: :B ! :A (da 1 e 4 per MP)7: (:B ! :A)! ((:B ! A)! ::B) (shema ())8: (:B ! A)! ::B (da 6 e 7 per MP)9: ::B (da 5 e 8 per MP)10: B (da 9 per eserizio 92)Questo, on due appliazioni del teorema di deduzione, onlude la dimostrazione.Il teorema di deduzione i die he una formula pu�o passare da sinistra a destra dellarelazione ` introduendo il onnettivo!, oppure da destra a sinistra eliminandolo.Questo risultato �e importante per due ragioni. In primo luogo perh�e i fornisela possibilit�a di esprimere una relazione metalinguistia (quale `) mediante unaformula del linguaggio.In seondo luogo esso i fornise la possibilit�a di trattare on teoremi invee heon generihe derivazioni da insiemi di formule. Infatti, in virt�u della propriet�a di



88 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IAompattezza di `, abbiamo he se � ` C allora esiste un insieme �nito �0 � �tale he �0 ` C. Siome �0 �e �nito sar�a del tipo fA1; : : : ; Ang o equivalentementefA1 ^ : : : ^Ang, quindi: � ` C implia �0 ` C he equivale a (A1 ^ : : : ^ An) ` C.Per il teorema di deduzione, otteniamo ` (A1 ^ : : : ^ An) ! C. Dall'eserizio 93parte 3 abbiamo ` A1 ! (: : :! (An ! C) : : :).Introduiamo ora la nozione di onsistenza.De�nizione 4.4 Diiamo he un insieme di formule proposizionali � �e onsistentese �e veri�ata una delle seguenti:1. Non esiste una proposizione A tale he � ` A e � ` :A;2. Esiste una proposizione A, tale he � 6` A.Si pu�o dimostrare (si veda l'eserizio 96) he le due formulazioni sono equivalenti.Si pu�o inoltre orrelare la nozione sintattia di onsistenza on quella semantiadi soddisfaibilit�a (introdotta in 3.8), dimostrando he un insieme di formule � �eonsistente sse �e soddisfaibile (si veda l'eserizio 97).De�nizione 4.5 Un insieme di formule � si die onsistente e massimale o om-pleto se per ogni formula A 2 L si veri�a una e una sola delle seguenti relazioni:� ` A oppure � ` :ANotare he la nozione di insieme onsistente e massimale introdotta nella de�nizione4.5 �e analoga a quella di insiememassimale soddisfaibile introdotta nella de�nizione3.22.4.1.1 EseriziNota: Negli eserizi di questo gruppo (91 { 96) il simbolo ` sta per `H .Eserizio 91 Dimostrare he ` A! A.Eserizio 92 Dimostrare he ` ::A! A.Eserizio 93 Dimostrare he:1. A! B ` :B ! :A;2. A! B ! C ` B ! A! C;3. (A ^B)! C ` A! B ! C.Eserizio 94 Dimostrare, utilizzando il teorema di deduzione:1. A! B;B ! C ` A! C;



4.2. Completezza e orrettezzadel sistema hilbertiano 892. A! B ! C;B ` A! C.Eserizio 95 Dimostrare la parte (() del teorema di deduzione: dato un insiemedi formule proposizionali � e due proposizioni A e B:� ` B ! A implia �; B ` A:Eserizio 96 Dimostrare he, nella de�nizione 4.4, 1 implia 2 e 2 implia 1.Eserizio 97 Utilizzando una opportuna de�nizione di onsistenza mostrare he uninsieme di formule � �e onsistente se e solo se �e soddisfaibile.4.2 Completezza e orrettezzadel sistema hilbertianoAbbiamo introdotto, nel paragrafo preedente, le nozioni di \dimostrazione", \teo-rema", \assioma", \derivazione", eetera, e abbiamo mostrato delle utili propriet�adella relazione `H .Illustriamo ora la relazione he lega i teoremi e le tautologie. La domanda hei poniamo �e se tutto i�o he deriviamo mediante `H senza premesse �e vero in tuttii modelli della logia.In seondo luogo vogliamo sapere in he relazione stanno le formule proposizionaliderivabili da un insieme di proposizioni � on le formule vere nei modelli di �.Supponiamo he � sia un insieme di proposizioni he desrivono una determinatarealt�a; quando deriviamo un enuniato A da � �e importante sapere se A �e vero nellerealt�a he sono modelli di �. Ovvero i interessa sapere se '�e una orrispondenzae�ettiva tra i�o he onsegue dalle premesse e i�o he �e vero nelle strutture heinterpretano tali premesse.Per mostrare questa orrispondenza, dobbiamo mostrare he:(i) L'insieme delle tautologie oinide on l'insieme dei teoremi:` A sse j= A:(ii) Ci�o he deriva da un insieme � �e vero in tutti i modelli di �:� ` A sse � j= A:La propriet�a al punto i �e detta orrettezza e ompletezza debole, mentre quella alpunto ii �e detta orrettezza e ompletezza forte. In e�etti, per le logihe in ui{ ome nel nostro aso { vale un teorema di ompattezza e di deduzione, i dueenuniati sono equivalenti: � ` B pu�o essere sritto ome ` (A1 ^ : : : ^ An) ! B,



90 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IAdove (A1 ^ : : :^An) �e la ongiunzione delle formule di �. La osa si pu�o failmenteveri�are ome mostrato a pagina 88.Pertanto i limitiamo a dimostrare:`H A! B sse j= A! BDire he l'insieme dei teoremi �e ontenuto nell'insieme delle tautologie assiura hel'apparato deduttivo �e orretto: non pu�o infatti dimostrare ose false. Dire hel'insieme delle tautologie �e ontenuto nell'insieme dei teoremi assiura he l'apparatodeduttivo �e ompleto, io�e he tutte le formule valide sono dimostrabili.L'insieme dei teoremi del sistema deduttivo hilbertiano pu�o essere de�nito in-duttivamente: esso �e l'insieme generato dagli shemi di assioma e hiuso rispettoalle regole di MP e SU. Pertanto la orrettezza si pu�o mostrare induttivamente.Pi�u diÆile da dimostrare �e invee la ompletezza, perh�e l'insieme delle tau-tologie non �e de�nito induttivamente.Teorema 4.6 [Correttezza del sistema hilbertiano ℄` A! B implia j= A! B:Dimostrazione �E suÆiente dimostrare he:i. gli shemi a, b e  sono tautologie;ii. MP e SU sono hiusi rispetto alla onseguenza tautologia. Ovvero se A eA ! B sono tautologie anhe B �e una tautologia, e se F [p℄ �e una tautologia,anhe F [X=p℄ lo �e.La veri�a he a, b e  sono tautologie �e lasiata al lettore (si veda l'eserizio 99).Veri�hiamo he MP �e hiuso rispetto alla onseguenza tautologia. Supponiamoper assurdo he j= A e j= A! B, ma 6j= B. Se 6j= B, allora esiste un modelloM henon soddisfa B; ma A �e una tautologia, peri�o �e veri�ata in ogni modello e quindiin M. Pertanto M j= A e M 6j= B e per de�nizione di impliazione tautologia6j= A! B; ontraddizione.Per quanto riguarda la SU, sia F [p℄ una tautologia, allora j= F [p℄ per qualunqueassegnazione booleana alle lettere proposizionali di F [p℄, in partiolare a p; dunqueper qualunque proposizione X possiamo porre IV(p) = IV(X). Per il teorema delrimpiazzamento, IV(F [p=p℄) = IV(F [X=p℄), da ui segue he F [X=p℄ �e una tautolo-gia. 2Prima di dimostrare il teorema di ompletezza diamo alune utili de�nizioni.De�nizione 4.7 Sia � un insieme di formule proposizionali. Sia Cn(�) l'insiemedelle formule he hanno una derivazione da �, io�e Cn(�) = fAj� ` Ag.Cn(�) �e detto la hiusura deduttiva di �.De�nizione 4.8 Un insieme di formule proposizionali � �e detto deduttivamentehiuso se esso oinide on la sua hiusura deduttiva, io�e � = Cn(�).



4.2. Completezza e orrettezzadel sistema hilbertiano 91Teorema 4.9 [Completezza del sistema hilbertiano ℄j= A! B implia `H A! B:Dimostrazione Sriviamo la tesi nella sua forma ontrappositiva, ovvero:6`H A! B implia 6j= A! B:Mostriamo he se A! B non �e un teorema allora A! B non �e una formula valida,io�e B non segue tautologiamente da A. A tal �ne basta ostruire, analogamente aquanto fatto per il teorema 3.24, un insieme � (deduttivamente hiuso e ompleto,io�e onsistente e massimale, si veda la de�nizione 4.5) dal quale A ! B non �ederivabile. Mostreremo quindi he � ha un modello he soddisfa A e non soddisfaB; dunque 6j= A! B.Per ostruire l'insieme � proediamo nel seguente modo. Enumeriamo tutte leformule del linguaggio: A0; A1; A2; A3 : : :De�niamo, ora, una sequenza di insiemi di formule, nel seguente modo:�0 = fAg�i+1 = ( �i se �i; Ai ` B�i [ fAig se �i; Ai 6` Bper tutti gli i > 0. Osserviamo innanzi tutto he �i 6` B, per ogni i. Infatti, perinduzione abbiamo he:(Passo Base) �0 6` B perh�e �0 = fAg e per ipotesi A! B non �e un teorema.(Passo Induttivo) Per ostruzione dei �i.Sia, ora, � = [�iOsserviamo he:1. Per ostruzione, A 2 �.2. � 6` B. Per dimostrare i�o, osserviamo innanzitutto he B non �e un teorema,infatti, se lo fosse avremmo ` B e per monot�onia, A ` B; quindi per il teoremadi deduzione, ` A! B, ontraddiendo l'ipotesi. Supponiamo dunque he Bnon sia un teorema e he � ` B; esiste quindi una derivazione B1; : : :Bn = Bin � on qualhe Bj 2 �. L'insieme di tali Bj �e �nito, quindi esiste un �k heli inlude tutti. Dunque �k ` B, ontraddizione. Siome '�e una proposizionehe non deriva da �, � �e onsistente (si veda la de�nizione 4.4, parte 2).3. B 62 �, per la propriet�a di inlusione di `.4. � �e deduttivamente hiuso, io�e per ogni formula F :F 2 � sse � ` F:



92 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IASe F 2 � allora � ` F �e la propriet�a di inlusione.Ci rimane quindi da dimostrare he se � ` F allora F 2 �.Supponiamo � ` F , allora esiste una dimostrazione in � per F . Sia essaF1; : : : ; Fn = F . Poih�e l'enumerazione A0; A1; A2; : : : omprende tutte le for-mule, F sar�a un Ai. Se F = Ai 62 �, allora F = Ai 62 �i+1 e quindi, perostruzione, �i; F ` B. Esistono, pertanto, delle formule B1; : : : ; Bm in �i,tali he, B1; : : : ; F1; : : : ; Fn : : : ; Bm ostituisono una dimostrazione in � perB, ontraddiendo il punto 2.5. Dimostriamo ora he l'insieme � �e massimale, ovvero per ogni formula F :F 2 � oppure :F 2 �:Sia F 62 � e supponiamo per assurdo :F 62 �. Allora per qualhe i e j:�i; F ` B e �j;:F ` B. Per il teorema di deduzione e per il fatto he �i e�j sono ontenuti in � abbiamo � ` F ! B e � ` :F ! B e, quindi (siveda l'eserizio 93) � ` :B ! :F e � ` :B ! F .Istanziando lo shema , mediante SU, abbiamo: (:B ! :F ) ! ((:B !F ) ! B). Appliando MP due volte otteniamo � ` B; ontraddizione on ilpunto 2.6. Il punto 5 i die anhe he � �e hiuso rispetto alla negazione. Dimostriamoora he l'insieme � �e hiuso rispetto all'impliazione, io�eF ! G 2 � sse F 62 � oppure G 2 �:()) Dimostriamo he F ! G 2 � implia F 62 � oppure G 2 � per assurdo.Supponiamo he F ! G 2 �, F 2 � e G 62 �. Per inlusione abbiamo he� ` F ! G e � ` F , pertanto per MP, � ` G e, per la hiusura deduttiva di�, G 2 �; ontraddizione.(() Dimostriamo he F 62 � oppure G 2 � implia F ! G 2 �:Dobbiamo onsiderare i due asi: F 62 � oppure G 2 �. Supponiamo, perprimo, he G 2 �. Da questo, per inlusione abbiamo � ` G. Istanziandolo shema di assioma a, mediante SU, abbiamo, G ! (F ! G). Dunque perMP, � ` F ! G ne segue, per la hiusura deduttiva di �, he F ! G 2 �.Supponiamo, ora, he F 62 �. Per il punto 5, :F 2 �. Riordiamo dall'esem-pio 36 he (:F ! (F ! G)) �e un teorema, io�e : ` (:F ! (F ! G)). PerMP abbiamo F ! G 2 �.Essendo � onsistente, esso ha almeno un modello. Costruiamo quindi un modelloM per �. Partiamo da una assegnazione ai simboli proposizionali:P 2 M sse P 2 �:Si pu�o veri�are, per induzione strutturale sulle formule, he per ogni F :M j= F sse F 2 �:



4.2. Completezza e orrettezzadel sistema hilbertiano 93Questa veri�a �e lasiata al lettore (si veda l'eserizio 100).Da i�o deduiamo he, poih�e B 62 �, alloraM 6j= B e, d'altro anto, poih�e A 2 �,M j= A; da ui segue he M 6j= A ! B e pertanto A ! B non �e una tautologia,ovvero 6j= A! B. Questo onlude la dimostrazione. 2Osserviamo he, per mostrare la ompletezza, abbiamo utilizzato (espliitamente oper aver utilizzato il teorema di deduzione) tutti gli shemi di assioma a, b e  delsistema hilbertiano, insieme a MP e a SU. Se un assioma non fosse stato utilizzatoin maniera essenziale nella dimostrazione, questo avrebbe signi�ato he esso non �edi fatto neessario a mostrare he i�o he si deriva dal sistema deduttivo �e veri�atonei modelli della logia. Se un assioma non �e neessario pu�o, eventualmente, esserederivato, quindi di fatto non �e un assioma, perh�e onsegue dagli altri assiomi.L'apparato deduttivo hilbertiano, �e importante perh�e fornise una nozione rigo-rosa di derivazione e, soprattutto, fornise una ostruzione induttiva dell'insiemedei teoremi. In questo senso �e elegante e hiaro.Tuttavia in intelligenza arti�iale a esso sono preferiti altri apparati deduttivi,per un motivo he spieghiamo brevemente.Il sistema hilbertiano rihiede, per essere automatizzato, una notevole euristia(si veda l'esempio 36). Infatti, per ostruire una derivazione �e neessario saperequali ipotesi, quali assiomi e quali teoremi utilizzare. Inoltre, a ogni passo delladimostrazione qualunque teorema pu�o essere introdotto e, quindi, la lunghezza e laomplessit�a di una dimostrazione dipendono dall'eÆaia dell'euristia. Il problema�e he non '�e aluna misura per garantirsi he i passi suessivi di una dimostrazionediventino via via pi�u semplii. Per questo motivo sono stati introdotti apparatideduttivi he si basano su un prinipio fondamentale: ogni passo di derivazionedeve sempli�are le proposizioni he stiamo veri�ando. Questi apparati deduttivisaranno oggetto dei prossimi paragra�.4.2.1 EseriziEserizio 98 Analogamente a quanto fatto nel lemma 3.27 per le onseguenze tau-tologihe, mostrare he se � �e e�ettivamente enumerabile allora l'insieme delle for-mule dimostrabili da �, ovvero l'insieme fAj� ` Ag, �e e�ettivamente enumerabile.Eserizio 99 Veri�are he gli shemi di assioma a,b e  sono tautologie.Eserizio 100 Completare la dimostrazione della ostruzione del modello nel teo-rema di ompletezza: mostrare per induzione strutturale sulle formule, he per ogniF : M j= F sse F 2 �:Eserizio 101 In riferimento al teorema di ompletezza, �e neessario mostrare he� �e massimale. Dove si sfrutta tale argomento?



94 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IA4.3 Deduzione NaturaleLa deduzione naturale, introdotta da Gentzen, studiata in partiolare da Prawitz[37℄, �e un apparato inferenziale per il alolo proposizionale basato sull'idea intui-tiva he on le regole di inferenza si possa aratterizzare il \omportamento" deisingoli onnettivi logii. Consideriamo un alolo proposizionale in ui si abbiano laostante ? e i onnettivi f:;^;_;!g e gli altri siano introdotti per de�nizione.Analizziamo dapprima la ongiunzione. Se si ha una dimostrazione sia per Ahe per B, allora si ha una dimostrazione per A^B. Questo, sritto sotto forma diregola di inferenza diventa: (^i) A BA ^BQuesta regola si hiama di introduzione dell'and: (^i).Analogamente, se si ha una dimostrazione per A ^ B, si ha una dimostrazioneper A e anhe per B. Si hanno quindi due regole di eliminazione dell'and: (^e1) e(^e2). (^e1) A ^ BA(^e2) A ^ BBUn analogo ragionamento i porta a onsiderare due regole per l'introduzione dell'or:(_i1) e (_i2). (_i1) AA _ B(_i2) BA _ BRimandiamo la trattazione di una regola per l'eliminazione dell'or, in quanto irihiede qualhe onsiderazione aggiuntiva.Oupiamoi invee della eliminazione dell'impliazione.(! e) A A! BBQuesta regola �e il Modus Ponens.Introduiamo ora la regola per l'eliminazione della negazione (:e). Essa or-risponde all'intuizione he se abbiamo dimostrato sia A he :A, allora si ha unaontraddizione. (:e) A :A?La regola per l'eliminazione della ontraddizione (?e) invee rispehia l'intuizionehe \ex falso quodlibitur", io�e dal falso si pu�o onludere qualunque osa.(?e) ?A



4.3. Deduzione Naturale 95Le regole �n qui esposte vengono hiamate elementari. Nel seguito introdurremoinvee le regole ondizionali. Per spiegare il signi�ato di questo nome faiamoriorso a nozioni di tipo semantio. L'appliabilit�a di una regola elementare sibasa solo sul fatto he le sue premesse siano vere. L'appliazione di una regolaelementare implia he la verit�a della onlusione dipende solo dalla verit�a dellepremesse, quindi le \dipendenze"{ io�e l'insieme delle formule da ui dipende laverit�a { della onlusione sono l'unione delle dipendenze delle premesse.Le regole he mostriamo qui di seguito invee si hiamano ondizionali, in quantosi pretende non solo he le premesse siano vere, ma he (alune di) esse siano statedimostrate a partire da erte ipotesi.Prendiamo ad esempio la regola di eliminazione dell'or.(_e) A _B [A℄C [B℄CCEssa die he: se abbiamo una prova per C a partire da un'ipotesi A, abbiamouna prova per C a partire da un'ipotesi B e inoltre abbiamo una prova per A _ B,possiamo onludere C sartando le dipendenze A e B, io�e faendo dipendere laverit�a di C non da A e B presi singolarmente, ma da A_B. Le ipotesi he possonoessere sartate vengono di solito sritte tra parentesi quadre. La verit�a di C verr�aquindi a dipendere dalle ipotesi da ui eventualmente dipende la verit�a di A _B.Una dimostrazione he si basi sull'uso della regola di eliminazione dell'or di fattoorrisponde a una dimostrazione per asi: se vogliamo fornire una prova he C segueda A _ B, basta dimostrare he C si pu�o derivare in iasuno dei due asi, sia heA sia vero, sia he sia vero B, io�e C segue da A e C segue da B.Analoga intuizione soggiae alla regola di introduzione dell'impliazione.(! i) [A℄BA! BQuesta regola orrisponde a una forma di teorema di deduzione: se abbiamo unaprova di B a partire da A possiamo onludere A! B, sartando la dipendenza daA. Quindi la nozione metalinguistia di deduzione ` viene espressa nel linguaggiomediante!.Conludiamo la presentazione delle regole della deduzione naturale mostrando leregole di introduzione della negazione e della Redutio ad Absurdum.(:i) [A℄?:A(RA) [:A℄?A



96 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IALa regola (RA) �e il prinipio su ui si basa la dimostrazione per ontraddizione: sesi deve provare A si dimostra invee he :A porta a una ontraddizione2.Ogni regola di deduzione rappresenta un passo di inferenza. Qualora la onlusionedi una regola oinida on la premessa di un'altra si possono appliare regole insequenza dando luogo a una prova o derivazione. Una prova per una formula Che dipende da � �e una sequenza �nita di appliazioni di regole di inferenza in uil'ultima formula �e C e le formule intermedie sono onlusioni di regole di inferenza,oppure sono tra parentesi quadre, o sono in �. Sriviamo in questo aso:�`DNCe diiamo he C �e derivabile nella deduzione naturale dalle premesse �. Se � �e vuotodiiamo he la prova �e una dimostrazione di C nella deduzione naturale, sriviamo`DNCe diiamo heC �e un teorema della deduzione naturale. Le derivazioni fatte mediantededuzione naturale sono onvenientemente rappresentabili in forma di albero la uiradie �e etihettata on la formula dimostrata (�e omodo in questo aso visualizzarel'albero on le foglie in alto e la radie in basso). Se nella dimostrazione di unaformula C viene utilizzata una regola ondizionale, le dipendenze da sartare { inaordo on quanto spei�ato nella regola { vengono marate on parentesi quadrenel sottoalbero he porta a C. Se l'insieme delle formule assoiate ai nodi fogliadell'albero e non rahiuse tra parentesi quadre, io�e non sartate durante il proessodi dimostrazione, �e ontenuto in � e la radie �e etihettata C, l'albero rappresentauna dimostrazione di C a partire da �, io�e �`DNC. In partiolare, se tutte le fogliesono state sartate durante le derivazione di C si ha he `DNC.Diamo ora aluni esempi di dimostrazioni in deduzione naturale.Esempio 37 Dimostriamo he: `DN A! (B ! A).[B℄1 [A℄2(B ! A) (! i)A! (B ! A) (! i)Abbiamo evidenziato le regole utilizzate a ogni passo; le ipotesi sono state marateon un pedie he india l'ordine on ui sono state sartate.Esempio 38 Dimostriamo he: `DN A! ::A.[A℄2 [:A℄1? (:e)::A (:i)A! ::A (! i)2Inserire (RA) tra le regole di inferenza signi�a ostruire un sistema di logia lassia. Omet-tendo invee (RA) (o regole a essa equivalenti) si ostruise un sistema di logia intuizionista.



4.3. Deduzione Naturale 97Esempio 39 Dimostriamo he `DN (A! (B ! C))! (A ^B ! C)[A ^B℄B [A ^B℄A [A! (B ! C)℄B ! CC(A ^ B ! C)(A! (B ! C))! (A ^B ! C)Con riferimento alla nozione di sistema formale data nel apitolo 2, si noti he ladeduzione naturale �e un sistema he si basa su un insieme di regole di inferenza, manon presuppone un insieme di assiomi logii.Si pu�o dimostrare he le derivazioni in deduzione naturale possono essere espressein una forma detta \normale", io�e onsiderando un qualunque ammino he va dallaradie verso una foglia, '�e una formula A in un nodo sul ammino tale he tutte leformule di qualunque ammino al di sopra di A (io�e verso le foglie) sono le premesseper regole di eliminazione, e tutte le formule al di sotto di A verso la radie, eslusa laradie stessa, sono le premesse per regole di introduzione. Quindi, nella parte altadell'albero (sopra A), passiamo dalle ipotesi a sottoformule sempre pi�u semplii,�no ad arrivare ad A, per poi proseguire nella omposizione di formule sempre pi�uomplesse he ontengono le preedenti ome sottoformule. Quindi A �e la formula\minima" dell'albero (si veda Prawitz [37℄).La deduzione naturale �e un formalismo semplie e naturale per rappresentare di-mostrazioni, ma piuttosto diÆile da usare nella riera delle stesse. Questo perh�enon vale il prinipio della sottoformula, io�e { ad esempio nel aso di un onnettivobinario Æ { non �e detto he per dimostrare AÆB si debba erare una dimostrazioneper A, una per B e si possa poi onludere on una regola di introduzione del onnet-tivo Æ. Si potrebbero invee dover utilizzare regole quali (RA). Quindi la deduzionenaturale mal si presta alla ostruzione di dimostratori automatii di teoremi. Altrisistemi si prestano molto meglio a questo sopo, ad esempio i tableau e la risoluzionehe vedremo nei prossimi paragra�, o il alolo dei sequenti (per il quale si rimandaper esempio a [3℄). La deduzione naturale, invee, proprio per la forma intuitivadelle dimostrazioni si presta molto bene alla ostruzione di dimostratori interattividi teoremi.Anhe nel aso della deduzione naturale si pu�o dimostrare he valgono le pro-priet�a di inlusione, monot�onia, ompattezza e taglio.Le propriet�a di inlusione, ompattezza e taglio sono ovvie e si possono di-mostrare in modo del tutto analogo al aso del sistema hilbertiano.La propriet�a di monot�onia nel aso della deduzione naturale sembra essere inonitto on il fatto he le ipotesi \superue" in una derivazione vengono rahiusetra parentesi quadre e sartate, ma si noti he esse \possono" e non \debbono"essere sartate.



98 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IAAnhe nel aso della deduzione naturale si pu�o dimostrare il teorema di de-duzione.Teorema 4.10 [Teorema di deduzione ℄ Siano A e B due formule proposizio-nali: B ` A sse ` B ! A:Dimostrazione()) Sia A1 : : : An = A una dimostrazione di A da B. Appliando la regola diintroduzione dell'impliazione otteniamo la dimostrazione di A1 : : :An = A;An+1 =B ! A, infatti abbiamo sartato la dipendenza da B.(() Sia ` B ! A; onsiderando B ome ipotesi, on una appliazione dellaregola di eliminazione dell'impliazione, io�e del Modus Ponens, otteniamo una di-mostrazione di A on premessa B. 2Ovviamente, il teorema di deduzione pu�o essere esteso a�; B ` A sse � ` B ! Aper ogni insieme di formule �, per il teorema di ompattezza.La deduzione naturale, ome il sistema hilbertiano pu�o essere provata orretta eompleta. Possiamo enuniare un teorema di orrettezza e ompletezza debole heriguarda solo le tautologie:Teorema 4.11 A �e una tautologia sse A ha una dimostrazione in deduzione natu-rale, io�e `DN A sse j= A:Possiamo anhe dare anhe una aratterizzazione forte di ompletezza. on � uninsieme qualunque di formule.Teorema 4.12 Sia � un insieme di formule proposizionali:� `DN A sse � j= A:Come nel aso del sistema hilbertiano la orrettezza e ompletezza forte si riduonoalla orrettezza e ompletezza debole.Per la orrettezza e ompletezza debole si pu�o dare una dimostrazione diretta,oppure osservare he:Correttezza: Tutte le regole della deduzione naturale onservano la validit�a. Illettore lo pu�o veri�are ome eserizio (si veda l'eserizio 106).Completezza: Gli shemi di assioma a, b e  hanno una dimostrazione in de-duzione naturale (si veda l'eserizio 106), MP orrisponde alla regola di elim-inazione dell'impliazione e in�ne SU onserva la dimostrabilit�a in deduzionenaturale (si veda l'eserizio 107). Quindi `H implia `DN . Abbiamo quindi,per la ompletezza del sistema di Hilbert: j= A implia `H A implia `DN A.



4.4. Tableau proposizionali 994.3.1 EseriziNota: Negli eserizi di questo gruppo (102 { 107) il simbolo ` sta per `DN .Eserizio 102 Dimostrare he ` A! A �e un teorema del alolo proposizionale.Eserizio 103 Dimostrare he:1. A! B ` :B ! :A;2. A! B ! C ` B ! A! C;3. (A ^B)! C ` A! B ! C.Eserizio 104 Dimostrare, utilizzando il teorema di deduzione:1. A! B;B ! C ` A! C;2. A! B ! C;B ` A! C.Eserizio 105 Dimostrare le propriet�a di inlusione, monot�onia, ompattezza etaglio per la deduzione naturale.Eserizio 106 Dimostrare he gli assiomi del sistema hilbertiano sono teoremi delladeduzione naturale.Eserizio 107 Dimostrare he se � ` F [p℄ allora � ` F [X=p℄.4.4 Tableau proposizionaliPresentiamo in questo paragrafo i tableau proposizionali. Essi sono stati introdottida Hintikka e Beth alla �ne degli anni '50 e poi ripresi da Smullyan in [47℄ e riela-borati suessivamente da Fitting e H�ahnle [19, 21℄.Smullyan ha proposto uno shema per la deomposizione delle formule del aloloproposizionale he le suddivide in due ategorie: � e �. Seondo questo shema unaformula del alolo proposizionale, he non sia un letterale o un letterale negato,appartiene a una delle due seguenti ategorie:� �: formula proposizionale ongiuntiva, la ui soddisfaibilit�a equivale alla sod-disfaibilit�a di entrambe due sue omponenti;� �: formula proposizionale disgiuntiva, la ui soddisfaibilit�a equivale alla soddi-sfaibilit�a di almeno una tra due sue omponenti.



100 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IAIn altre parole, lo shema raggruppa in due ategorie tutte le formule del aloloproposizionale del tipo (A ÆB) e :(A ÆB), on Æ 2 f^;_;!g: quelle he agisonoongiuntivamente e sono hiamate �-formule e quelle he agisono disgiuntivamentee sono hiamate �-formule. Ogni �-formula ha due omponenti indiate on �1 e�2; ogni �-formula ha due omponenti indiate on �1 e �2, rispettivamente, omeda tabella qui di seguito riportata.� �1 �2 � �1 �2A ^ B A B A _B A B:(A _B) :A :B :(A ^ B) :A :B:(A! B) A :B A! B :A BOsserviamo he per ogni valutazione booleana IV e per tutte le formule di tipo � e� si ha: IV(�) = IV(�1) ^ IV(�2)IV(�) = IV(�1) _ IV(�2):Inoltre, per ogni formula di tipo � e � si ha he �$ (�1 ^�2) e � $ (�1 _ �2) sonotautologie. Tali propriet�a giusti�ano la nomenlatura per ui le formule � sonodette ongiuntive e le � disgiuntive.La deomposizione di Smullyan �e usata per de�nire le orrispondenti regole peri tableau o regole di espansione dei tableau, dove la virgola va letta ome un \and",la barra vertiale ome un \or"::-regole) ::AA :>? :?>�-regole) �1 ^ �2�1; �2 :(�1 _ �2):�1;:�2 :(�1 ! �2)�1;:�2�-regole) �1 _ �2�1j�2 :(�1 ^ �2):�1j:�2 �1 ! �2:�1j�2Tutte le regole possono essere espresse in forma ompatta ome segue:1: ::AA 2: :>? 3: :?> 4: ��1 ; �2 5: ��1j�2 (4.1)Il onnettivo $ pu�o essere trattato risrivendo A$ B ome (A! B) ^ (B ! A),ma si pu�o anhe introdurre una regola \omposta" a esso spei�a:



4.4. Tableau proposizionali 101$-regole) A$ BA;Bj:A;:B :(A$ B)A;:Bj:A;BNel seguito supponiamo he � sia un insieme �nito di formule proposizionali.De�nizione 4.13 [Tableau ℄ Dato �, un tableau per � �e un albero binario i uinodi sono etihettati da formule di �.De�nizione 4.14 Dato �, l'albero binario ostituito dal solo nodo radie etihettatodalla ongiunzione delle formule di � �e detto tableau iniziale per � e denotato T 0.De�nizione 4.15 [Passo di espansione ℄ Dato �, se T 1 �e un tableau per �e A �e il nodo foglia su un ramo B di T 1, possiamo ostruire un tableau T 2 per �attraverso un passo di espansione:1. Se ::B, oppure :> oppure :? oorrono sul ramo B di T 1 he porta allafoglia A, allora si aggiunge ome �glio di A un ramo ontenente B, ? oppure>, rispettivamente (regole 1, 2 e 3 della tabella 4.1);2. Se una formula di tipo � oorre sul ramo B di T 1 he porta alla foglia A,allora si aggiunge ome �glio di A un ramo ontenente �1 e �2 in suessione(regola 4 della tabella 4.1);3. Se una formula di tipo � oorre sul ramo B di T 1 he porta alla foglia A,allora si aggiungono ome �gli di A due rami ontenenti rispettivamente �1 e�2 (regola 5 della tabella 4.1).Il tableau T 2 si die ottenuto da T 1 on un passo di espansione.De�nizione 4.16 Dati due tableau T 1 e T 2 per �, T 2 �e una espansione oerentedi T 1 se esiste un nodo n in T 1 tale he T 2 �e stato ottenuto da T 1 attraverso unnumero �nito di passi di espansione ognuno dei quali ha espanso la formula heetihetta n su tutte le foglie del sottoalbero he ha ome radie n.De�nizione 4.17 Un tableau T per � si die ben ostruito se �e stato ottenuto perespansioni oerenti dal tableau radie e nessun nodo �e stato oggetto di pi�u di unaespansione oerente.De�nizione 4.18 Un tableau T per � �e ompleto se �e ben ostruito e non pu�o pi�uessere oggetto di espansioni oerenti.Il ramo di un tableau pu�o essere visto ome la ongiunzione delle formule he ap-paiono in esso e l'intero tableau ome una disgiunzione di ongiunzioni.



102 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IADe�nizione 4.19 Un ramo di un tableau �e soddisfaibile se la ongiunzione delleformule he etihettano i suoi nodi �e soddisfaibile.De�nizione 4.20 Un tableau �e soddisfaibile se almeno uno dei suoi rami �e sod-disfaibile.Osserviamo he l'espansione preserva la soddisfaibilit�a, ovvero se un tableau �e sod-disfaibile il tableau ottenuto attraverso l'appliazione di una regola di espansione �eanora soddisfaibile.De�nizione 4.21 Un ramo di un tableau si die hiuso se, per qualhe formula A,entrambe A e :A etihettano nodi he oorrono sul ramo, oppure :> o ? oorronosul ramo. Altrimenti il ramo �e detto aperto.De�nizione 4.22 Un tableau �e hiuso se tutti i suoi rami sono hiusi, altrimenti�e aperto.De�nizione 4.23 Una tableau-refutazione di una formula A �e un tableau hiuso laui radie �e etihettata da A.De�nizione 4.24 Una tableau-refutazione di una formula A da � �e un tableauhiuso la ui radie �e etihettata da � [ fAg.De�nizione 4.25 [Tableau-dimostrazione ℄ Una tableau-dimostrazione diuna formula A �e un tableau hiuso la ui radie �e etihettata da :A. A �e un teoremadel sistema di alolo dei tableau se A ha una tableau-dimostrazione. In questo asosriviamo: `T ADe�nizione 4.26 [Tableau-deduzione ℄ Una tableau-deduzione di una for-mula A da �, insieme �nito di formule, �e un tableau hiuso la ui radie �e etihettatada � [ f:Ag. In questo aso sriviamo:� `T AIl metodo dei tableau �e failmente meanizzabile. Presentiamo qui di seguito unsemplie algoritmo per ostruire tableau-deduzioni.Algoritmo 4.27 [Costruzione di tableau ℄ Per ostruire una tableau-deduzioneper � `T A:� Costruiamo il tableau T 0 etihettato on � [ f:Ag.� Finh�e i sono nodi non marati, segliamo un nodo da espandere e{ faiamo un passo di espansione oerente, io�e espandiamo il nodo rispettoa tutte le foglie a esso sottostanti nei rami anora aperti;



4.4. Tableau proposizionali 103{ marhiamo il nodo espanso;{ veri�hiamo se i rami interessati dall'espansione sono hiusi e li marhia-mo tali.Il proedimento si arresta quando tutti i rami sono stati hiusi oppure quando iltableau �e ompleto. Se il tableau �e hiuso, A �e dedotto a partire da �. Altrimenti,se il tableau �e ompleto e '�e anora qualhe ramo aperto, abbiamo provato he iltableau �e onsistente, quindi � [ f:Ag 6`T , io�e � 6`T A.Osserviamo he questo algoritmo termina sempre (il lettore pu�o dimostrarlo, siveda l'eserizio 108) e non neessariamente espande tutte le formule he ompaiononei nodi intermedi: l'inonsistenza infatti pu�o essere individuata prima di arrivarea un tableau ompleto.Osserviamo anhe he l'algoritmo 4.27, a ausa del nondeterminismo (nella seltadel nodo da espandere) �e estremamente ineÆiente. Una semplie euristia nellaselta dei nodi porta a utilizzare per prime le regole 1, 2 e 3 della tabella 4.1 e adare la preedenza alle �-regole, in quanto questo permette di mantenere basso ilnumero dei nodi sulla frontiera dell'albero.Esempio 40 Mostriamo ora he dall'insieme di formule� = f:(:P _ :Q); P ^Q! Rgsi deriva R. Abbiamo marato on il simbolo ? i rami hiusi. Faiamo osservarehe l'uso di alune regole (ad esempio la 1), �e stato sottinteso.:(:P _ :Q); P ^Q! R;:R:(:P _ :Q)P;Q:(P ^Q):P? :Q? R?Esempio 41 Mostriamo ora he dall'insieme di formule� = fP ^ Q! R;P; P ! Qgsi deriva Q ^R.



104 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IA(P ^Q)! RPP ! Q:(Q ^ R):P? Q:Q? :R:(P ^Q):P? :Q? R?Il sistema dei tableau �e orretto e ompleto. Possiamo per esso enuniare un teoremadi orrettezza e ompletezza debole he riguarda solo le tautologie:Teorema 4.28 A �e una tautologia sse A ha una tableau-dimostrazione, io�e`T A sse j= A:Possiamo anhe dare anhe una aratterizzazione forte di ompletezza. on � uninsieme qualunque di formule, non neessariamente �nito. Allo sopo diamo laseguente de�nizione.De�nizione 4.29 Una formula A ha una tableau deduzione da �, insieme qualunquedi formule, e sriviamo � `T A, sse esiste un �0 �nito, sottoinsieme di �, tale he�0 `T A:Teorema 4.30 Sia � un insieme di formule proposizionali:� `T A sse � j= A:Come nel aso del sistema hilbertiano la orrettezza e ompletezza forte si riduonoalla orrettezza e ompletezza debole.Per la orrettezza e ompletezza debole si pu�o dare una dimostrazione diretta,oppure osservare he:Correttezza: Per de�nizione di espansione.Completezza: Gli shemi di assioma a, b e  hanno una tableau dimostrazione(si veda l'eserizio 114) e sia MP he SU onservano la tableau dimostrabilit�a(si veda l'eserizio 115). Quindi `H implia `T .



4.4. Tableau proposizionali 1054.4.1 EseriziNota: Negli eserizi di questo gruppo (108 { 115) il simbolo ` sta per `T .Eserizio 108 Dimostrare he, dato un insieme �nito � di formule proposizionali,la ostruzione di un tableau per � termina.Eserizio 109 Dimostrare, mediante tableau, he dall'insieme di formule � = fP $Q _R;S ! :R;S ^ Pg si deriva Q$ P:Eserizio 110 Dimostrare, mediante tableau he:1. P ^ Q! P ;2. (P _ Q)$ :(:P ^ :Q);3. (P ^ Q)$ :(:P _ :Q);4. ((A! B) ^ (B ! C))! (A! C)5. (P ! Q) ^ (Q! P )! (P $ Q).Eserizio 111 Considerare i seguenti enuniati:1. (A$ B)$ ((:A _ :B)! (:A ^ :B));2. (A! (B _ C) ^ :(:A! (B ^ C)) ^ (:B ^ :C));3. (:A! C) ^ (A! C) ^ (A! :B ^ :C);4. (A! (B ! C)$ ((A ^ :B) _ (A! C));5. (A! C) ^ (A ^ :B) ^ (A! (B ^ C)));6. (A! C) ^ (A! :C) ^ (A! (:B ^ C))).Dimostrare, usando il metodo dei tableau, quale dei preedenti enuniati �e un teo-rema, quale �e refutabile e quale �e soddisfaibile. Fornire un modello per gli enuniatisoddisfaibili.Eserizio 112 Dimostrare le propriet�a di inlusione, monot�onia e taglio per i tableau.Eserizio 113 Dimostrare he anhe per il sistema dei tableau vale il teorema dideduzione.Eserizio 114 Dimostrare he gli assiomi del sistema hilbertiano hanno una tableau-dimostrazione.Eserizio 115 Dimostrare he da A e A! B si deriva B ol metodo dei tableau.Dimostrare he se � ` F [p℄ allora � ` F [X=p℄.



106 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IA4.5 Forma normale a lausoleIntroduiamo ora la forma normale a lausole e un algoritmo per onvertire le formuledel alolo proposizionale in formule equivalenti espresse in forma normale a lausole.Questa i servir�a nel prossimo paragrafo per introdurre il metodo di risoluzione.Riordiamo he nel alolo proposizionale i letterali sono simboli proposizionali(atomi) o simboli proposizionali negati (atomi negati).De�nizione 4.31 Una formula del alolo proposizionale L �e detta in forma nor-male negativa se il segno di negazione ompare solo davanti agli atomi.De�nizione 4.32 Una lausola del alolo proposizionale L �e una disgiunzione diletterali L1 _ L2 _ � � � _ Ln.De�nizione 4.33 Una lausola C2 �e sussunta da una lausola C1 se ogni letteralein C1 oorre in C2.Si noti he se M �e modello per una lausola C lo �e anhe per tutte le lausole daessa sussunte.De�nizione 4.34 Una formula del alolo proposizionale L �e detta in forma nor-male ongiuntiva o in forma lausale oppure si die he essa �e un insieme di lausolese �e in forma normale negativa e inoltre ha la forma C1 ^ C2 ^ � � � ^ Cn dove le Cisono lausole.Poih�e la disgiunzione �e ommutativa, una lausola generia pu�o essere sritta ome:A1 _A2 _ � � � _An _ :B1 _ :B2 _ � � � _ :Bm (4.2)dove gli Ai e Bj sono atomi. Se n = m = 0 si ha la lausola vuota e si srive fg,oppure 2.Una lausola verr�a nel seguito anhe indiata ome l'insieme dei suoi letterali eio�e fL1; L2; : : : ; Lpg.Se L �e un letterale e C una lausola C = fL1; L2; : : : ; Lpg talvolta sriveremo L[Cper indiare la lausola C 0 = fLg [ C, io�e C 0 = fL;L1; L2; : : : ; Lpg.Se n = 1, io�e se (4.2) ha la forma:A1 _ :B1 _ : : : ;_:Bmsi parla di lausola de�nita.Introduiamo ora un algoritmo per onvertire le formule del alolo proposizionalein forma a lausole (io�e ongiunzione di disgiunzioni di letterali).Utilizzando lo shema di deomposizione in � e � formule presentato nel para-grafo preedente, �e possibile fornire un algoritmo non deterministio per trasformareuna formula proposizionale F in un insieme di lausole fC1; : : : ; Cng.



4.5. Forma normale a lausole 107Algoritmo 4.35 [Trasformazione in lausole ℄Sia F una formula proposizionale:Passo 1 Si ponga fFg ome insieme iniziale.Passo n+1 Si assuma di avere ompletato il passo n produendo un insiemefD1; : : : ;Dng, dove iasun Di �e una disgiunzione della forma fAi1; : : : ; Aikg.Se qualhe Aij non �e un letterale, allora non si �e raggiunta una forma normaleongiuntiva e quindi:Si selga un elementoDi he ontiene qualhe elemento he non �e un letterale.Sia esso X:a. se X �e :> lo si sostituisa on ?;b. se X �e :? lo si sostituisa on >;. se X �e ::A lo si sostituisa on A;d. se X �e una � formula si sostituisa on �1, �2;e. se X �e una � formula si sostituisa Di on due lausole D1i e D2i , dove D1i�e Di in ui � �e stata sostituita on �1 e D2i �e Di in ui � �e stata sostituitaon �2.L'algoritmo 4.35 trasforma un formula F in un insieme di lausole. Il lettore pu�odimostrare he esso termina (si veda l'eserizio 116).Veri�hiamo ora he il passo induttivo garantise he la trasformazione indottadalle regole a { e dell'algoritmo 4.35 �e orretta, ovvero:Lemma 4.36 Sia D una disgiunzione della forma fA1; : : : ; Akg. Se D0 �e ottenutoda D appliando una delle regole a { e dell'algoritmo 4.35, abbiamo he D � D0.Dimostrazione Sia D = fA1; : : : ;X; : : : ; Akg dove X �e :> o :? o ::A. Appliandouna delle regole a {  otteniamo D0 = fA1; : : : ;X 0; : : : ; Akg. �E faile veri�are he` :> $ ?, ` :? $ > e ` ::A$ A. Quindi, per il teorema 3.15, D � D0.Sia D = fA1; : : : ; �; : : : ; Akg, appliando l'�-regola otteniamo:D1 = fA1; : : : ; �1; : : : ; AkgD2 = fA1; : : : ; �2; : : : ; Akg:Per mezzo delle regole di distribuzione �e faile veri�are he:fA1; : : : ; �1; : : : ; Akg ^ fA1; : : : ; �2; : : : ; Akg � (D1 ^D2)$ (D0 $ D):Sia D = fA1; : : : ; �; : : : ; Akg. Appliando la �-regola otteniamo:D0 = fA1; : : : ; �1; �2; : : : ; Akg:Per de�nizione di disgiunzione, D � D0. 2



108 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IAPossiamo failmente veri�are, a questo punto, he partendo da una formula propo-sizionale qualunque F l'algoritmo 4.35 genera una sequenza di lausole D1; : : : ;Dmtali he la loro ongiunzione �e F in forma normale ongiuntiva.In realt�a, data una formula proposizionale F in ui tutte le oorrenze di ! e$ sono state eliminate per mezzo di tautologia e la negazione �e stata portata inter-namente appliando le leggi di De Morgan, sono suÆienti le regole di distribuzioneper trasformare un enuniato F nell'enuniato FC in forma normale ongiuntiva:Lemma 4.37 Per ogni formula proposizionale F , in ui oorrono solo _;^ e :,se FC �e la formula proposizionale ottenuta appliando le regole di distribuzione, siha: ` F $ FCDimostrazione Per induzione strutturale.(Passo Base) Se F �e un letterale o una lausola, �e gi�a in forma normale ongiuntivae, dunque ` F $ FC.(Passo Induttivo) Sia F = �1 ^ �2, per ipotesi induttiva �1 e �2 sono in formanormale ongiuntiva, ovvero, �C1 = C11 ^ : : : ^ C1k1 , e �C2 = C21 ^ : : : ^ C2k2; inoltre` �1 $ �C1 e ` �2 $ �C2 . Pertanto, ponendo FC = �C1 ^ �C2 , FC �e anora in formaa lausole, poih�e �e della forma (C11 ^ : : :^C1k1)^ (C21 ^ : : :^C2k2). Ne onsegue he` F $ FC.Sia F = �1 _ �2, per ipotesi induttiva �Ci �e della forma C i1 ^ : : : ^ C im; inoltre` �1 $ �C1 , ` �2 $ �C2 . Utilizzando le propriet�a distributive del _ e del ^, desrittein 3.2, poniamo FC = (C11 _C21 ) ^ : : : ^ (C11 _ C2k1) ^ : : : ^ (C1k1 _ C2k2), hiaramenteFC $ (�C1 _ �C2 ) e, inoltre, FC �e in forma normale ongiuntiva. Ne segue he` F $ FC. 2Presentiamo i passi a { e dell'algoritmo in forma di regole di espansione:1: ::AA 2: :>? 3: :?> 4: ��1 j �2 5: ��1; �2 (4.3)Le regole in 4.3 sono duali rispetto alle regole di espansione per i tableau. Nelaso dei tableau si genera un albero, in quanto un albero pu�o essere visto ome ladisgiunzione dei suoi rami he, a loro volta, possono essere visti ome la ongiunzionedelle formule he etihettano i nodi. Nel aso delle regole 4.3, esse trasformanouna formula in una sequenza di lausole, in altri termini l'appliazione di iasunaregola rea una nuova sequenza di lausole da aggiungere alla preedente. Quindi,in sintesi, un tableau �e una disgiunzione di ongiunzioni, mentre una forma normaleongiuntiva �e una ongiunzione di disgiunzioni.Per maggiore hiarezza sul tipo di trasformazione, presentiamo un esempio.



4.5. Forma normale a lausole 109Esempio 42 Sia F = (P ! (Q ! (S _ T )))! (T ! Q). Generiamo per passi laforma normale a lausole.1. F = (P ! (Q! (S _ T )))! (T ! Q)2. C = f:(P ! (Q! (S _ T ))); (T ! Q)g(appliazione della �-regola a F )3. C1 = fP; (T ! Q)g, C2 = f:(Q! (S _ T )); (T ! Q)g(appliazione della �-regola a C)4. C1 = fP;:T;Qg, C2 = f:(Q! (S _ T )); (T ! Q)g(appliazione della �-regola a C1)5. C1 = fP;:T;Qg, C2 = f:(Q! (S _ T ));:T;Qg(appliazione della �-regola a C2)6. C1 = fP;:T;Q)g, C2 = fQ;:T;Qg, C3 = f:(S _ T );:T;Qg(appliazione della �-regola a C2)7. C1 = fP;:T;Qg, C2 = fQ;:T;Qg, C3 = f:S;:T;Qg, C4 = f:T;:T;Qg(appliazione della �-regola a C3)Notare he abbiamo introdotto nuovi pedii per gli insiemi Ci solo quando abbiamoappliato a essi la regola �. Come si pu�o vedere dall'esempio 42, F �e una for-mula soddisfaibile e la ongiunzione delle lausole in 7 fornise una formula FCequivalente a F e, pertanto, anhe essa soddisfaibile.4.5.1 EseriziEserizio 116 Dimostrare he l'algoritmo 4.35 termina.Eserizio 117 Dimostrare he, data una formula proposizionale F , l'algoritmo 4.35trasforma F in una sequenza di lausole D1; : : : ;Di; : : : ;Dm, tali he^fD1; : : : ;Dmg � F:Usare il lemma 4.36 e il teorema 3.15.Eserizio 118 Risrivere opportunamente l'algoritmo preedente utilizzando un i-lo while e le regole di risrittura 4.3 sopra enuniate.Eserizio 119 Trasformare in forma normale ongiuntiva il seguente enuniato:(P ^ (Q _R _ (:S ^ :Q))$ (P ! (:S _ (R ^ Q)))):



110 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IA4.6 Risoluzione nel aso proposizionaleDe�nizione 4.38 Siano fLg[D1 e f:Lg[D2 due lausole. Diiamo he la lausolaD1 [ D2 �e ottenuta da fLg [D1 e f:Lg [D2 per mezzo di un passo di risoluzionee sriviamo fLg [D1 f:Lg [D2D1 [D2 (4.4)Analogamente ai tableau, possiamo rappresentare la risoluzione ome un alberobinario. Diamo qui di seguito una de�nizione informale.Un albero di risoluzione �e un albero binario i ui nodi sono etihettati da lausole.Se C1 e C2 sono le etihette di due nodi fratelli il ui padre �e etihettato da C, alloraC1 = D1[fLg, C2 = D2[f:Lg e C = D1[D2. In altri termini, l'etihetta assoiataal nodo padre �e il risultato di un passo di risoluzione (un'appliazione della regola4.4) appliato alle etihette dei due nodi �gli.De�nizione 4.39 Sia � un insieme �nito di lausole, e C una lausola. Diiamohe C si dimostra per risoluzione da � sse esiste un albero di risoluzione la uiradie �e etihettata da C e tutte le foglie dell'albero sono etihettate on lausole di�. Sriviamo � `R C per indiare he � dimostra C per risoluzione.Esempio 43 Sia fg la lausola vuota e sia � = ffPg; fQg; f:P;:Qgg mostriamol'albero di risoluzione per � `R fg.P Q :P _ :Q:PfgLa risoluzione �e una regola he onserva la soddisfaibilit�a, ovvero:Teorema 4.40 [Risoluzione e soddisfaibilit�a ℄1. Sia � un insieme di lausole, fLg [ D1 2 � e f:Lg [ D2 2 �. Se � �esoddisfaibile allora � [ fD1 [D2g �e soddisfaibile;2. Sia � un insieme di lausole, se � `R fg allora � �e insoddisfaibile.Dimostrazione Proviamo solo 1, poih�e 2 ne �e una diretta onseguenza. Supponiamo� soddisfaibile, io�e supponiamo he esista un M tale he M j= � e supponiamoheM j= L; ne segue heM 6j= :L e quindiM j= D2. Ne segue heM j= D1 [D2.Siome per ipotesi M j= �, ne segue he M j= � [ fD1 [ D2g. Il aso in uiM j= :L �e analogo. 2In e�etti noi identi�hiamo la lausola vuota fg on la ontraddizione, dunque lalausola vuota �e insoddisfaibile. Siome la regola di risoluzione onserva la soddi-sfaibilit�a, se una espansione di risoluzione ontiene la lausola vuota questo signi�ahe l'insieme di lausole di partenza non �e soddisfaibile, ossia �e ontraddittorio.



4.6. Risoluzione nel aso proposizionale 111Questa osservazione i permette di usare la risoluzione, analogamente al sistemadei tableau, ome un sistema di refutazione.Quindi, per usare la risoluzione ome metodo per dimostrare he una formula F �eun teorema basta negare la formula, metterla in forma a lausole e vedere he, perrisoluzione, essa genera la lausola vuota.Esempio 44 Costruiamo una refutazione per risoluzione per dimostrare he la for-mula A! C segue dalle due formule A! B e B ! C:1. (A! B) ^ (B ! C) ^ :(A! C)2. f:A _Bg; f:B _ Cg; fAg; f:Cg (trasformazione a lausole)3. f:A _Cg; fAg; f:Cg(risolvendo B e :B nella prima e seonda lausola di 2)4. fCg; f:Cg (risolvendo :A e A nella prima e seonda lausola di 3)5. fg (risolvendo C e :C nella prima e seonda lausola di 4).La risoluzione �e un proedimento failmente meanizzabile, vista la sua uniformit�a;essa per�o �e altamente ineÆiente, a ausa del nondeterminismo legato alla selta dellelausole e dei letterali su ui e�ettuare passi di risoluzione. Sono state individuatestrategie per aumentarne l'eÆienza. A esse aenneremo nel paragrafo 8.4, quandotratteremo la risoluzione nella logia del primo ordine.La ompletezza della risoluzione dovrebbe essere enuniata ome segue:� `R C sse � j= C:Tuttavia si onsideri il seguente esempio: Sia � = ffPgg e sia C = fP;Qg, �e hiarohe C �e una onseguenza logia di � ma non �e vero he � `R C: non si pu�o, infatti,appliare alun passo di risoluzione.Tuttavia, i�o he si pu�o stabilire �e il seguente teorema:Teorema 4.41 [Completezza della risoluzione per la soddisfaibilit�a ℄Sia � un insieme di lausole. � �e insoddisfaibile sse � `R fg.Anhe in questo aso, ome in quello dei tableau, per la orrettezza e ompletezzasi pu�o dare una dimostrazione diretta, oppure osservare he:Correttezza: Ogni passo di risoluzione onserva la soddisfaibilt�a (si veda ilteorema 4.40).Completezza: Gli shemi di assioma a, b e  hanno una dimostrazione perrisoluzione (si veda l'eserizio 122) e sia MP he SU onservano la dimostra-bilit�a per risoluzione (si veda l'eserizio 123). Quindi `H implia `R.



112 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IA4.6.1 EseriziNota: Negli eserizi di questo gruppo (120 { 125) il simbolo ` sta per `R.Eserizio 120 Dimostrare le propriet�a di inlusione, monot�onia e taglio per la riso-luzione.Eserizio 121 Dimostrare he anhe per la risoluzione vale il teorema di deduzione.Eserizio 122 Dimostrare he gli assiomi del sistema hilbertiano hanno una di-mostrazione per risoluzione.Eserizio 123 Dimostrare he da A e A! B si deriva B on la risoluzione.Dimostrare he se � ` F [p℄ allora � ` F [X=p℄.Eserizio 124 Dimostrare, usando la risoluzione, he:1. P ^Q! P ;2. (P _Q)$ :(:P ^ :Q);3. (P ^Q)$ :(:P _ :Q);4. ((A! B) ^ (B ! C))! (A! C);5. (P ! Q) ^ (Q! P )! (P $ Q).Eserizio 125 Dati i seguenti enuniati:a. P $ Q$ R;b. (P ^ (Q ^R)) _ ((:A) ^ ((:B) ^ (:C)));dimostrare mediante tableau o risoluzione he 6` a! b e 6` b! a.



4.7. Riepilogo 1134.7 RiepilogoIn questo apitolo abbiamo presentato la deduzione proposizionale.In partiolare, abbiamo introdotto:1. Un sistema assiomatio, io�e un insieme di assiomi e un apparato deduttivoper il alolo proposizionale (sistema hilbertiano). Per esso abbiamo:(a) mostrato le propriet�a di inlusione, mon�otonia, ompattezza e taglio sullepremesse;(b) presentato la dimostrazione del teorema di deduzione;() introdotto la nozione di insieme di formule onsistente e insieme onsi-stente massimale;(d) dato la dimostrazione dei teoremi di orrettezza e ompletezza della de-duzione rispetto alla onseguenza logia (`H � j=H).2. La deduzione naturale proposizionale. Per essa abbiamo:(a) presentato le regole di introduzione ed eliminazione dei onnettivi, delfalso e la regola di riduzione all'assurdo;(b) illustrato la nozione di dimostrazione;() mostrato le propriet�a di inlusione, mon�otonia, ompattezza e taglio sullepremesse;(d) presentato la dimostrazione del teorema di deduzione;(e) dato la dimostrazione dei teoremi di orrettezza e ompletezza della de-duzione rispetto alla onseguenza logia (`DN � j=DN).3. Il metodo dei tableau proposizionali. Per fare i�o abbiamo:(a) introdotto le formule di tipo ongiuntivo � e disgiuntivo �.(b) introdotto le regole di espansione per le formule;() fornito la nozione di tableau e di tableau-refutazione;(d) fornito un algoritmo per ostruire tableau-refutazioni;(e) mostrato la orrettezza e ompletezza della tableau-refutazione rispettoalla insoddisfaibit�a (`T � j=T ).4. La risoluzione proposizionale. Per fare i�o abbiamo:(a) introdotto la forma normale ongiuntiva per le formule proposizionali;(b) fornito un algoritmo per trasformare le formule proposizionali in formanormale ongiuntiva;() fornito la nozione di refutazione per risoluzione;(d) mostrato la orrettezza e ompletezza della risoluzione rispetto alla in-soddisfaibit�a (`R � j=R).
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Capitolo 5Teorie proposizionaliQuesto apitolo sar�a sritto nella prossima versione del testo. Nella presente versionele teorie vengono illustrate solo per la logia del primo ordine, nel apitolo 9.

115
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Capitolo 6Logia del primo ordineIl linguaggio della logia proposizionale, presentato nei preedenti apitoli, ha unpotere espressivo molto limitato. Infatti, il linguaggio proposizionale esprime,tramite un enuniato, solo le onnessioni fra lettere proposizionali he a loro voltadenotano, o rappresentano, fatti del mondo reale. Gli enuniati proposizionali sonoindipendenti dalle partiolari aratteristihe degli oggetti e individui di ui tali fattitrattano. L'enuniato P ! M tratta l'impliazione e non le aratteristihe di i�ohe P e M denotano, ome ad esempio \Se un numero �e pari allora �e un multiplodi due".I linguaggi del primo ordine, he introduiamo in questo apitolo, benh�e anheessi non adeguati per tutte le esigenze di rappresentazione del mondo reale, sonomolto pi�u espressivi del linguaggio proposizionale. Tramite un linguaggio del primoordine si ha infatti la possibilit�a di esprimere propriet�a e operazioni relative a in-dividui e, quindi, si ha la possibilit�a di prediare1 delle aratteristihe di oggetti eindividui e, tramite l'uso di variabili e quanti�atori, si pu�o astrarre una aratteri-stia, o una operazione, da un individuo a una lasse di individui. Si ha, infatti, nellinguaggio formale i�o he, nel linguaggio naturale, �e espresso da \un", \aluni" e\tutti", he permettono di indiare in modo generio oggetti he godono di propriet�a.Analogamente al aso proposizionale, insieme al linguaggio introduiamo unasemantia he permette di interpretare i simboli del linguaggio. La semantia delprimo ordine i permetter�a di apirne meglio la maggiore espressivit�a rispetto alalolo proposizionale.1Di qui il nome alolo dei prediati. 117



118 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IA6.1 Linguaggi del primo ordineUn linguaggio del primo ordine L �e ostruito sui seguenti insiemi di simboli:Simboli Logii� I onnettivi proposizionali: :,^,_, ! e $;� Le ostanti proposizionali > e ?;� Il simbolo di uguaglianza =, eventualmente assente;� I simboli separatori `(', `)' e `,';� Un'in�nit�a numerabile di simboli di variabile individuale x1, x2, : : :;� Il simbolo di quanti�azione universale 8;� Il simbolo di quanti�azione esistenziale 9.Parametri� Un insieme �nito o numerabile di simboli di prediato, ognuno dei quali haassoiato un intero positivo n detto arit�a. Un prediato di arit�a n �e detton-ario;� Un insieme �nito o numerabile di simboli di funzione, ognuno dei quali haassoiato un intero positivo detto arit�a. Una funzione di arit�a n �e detta n-aria;� Un insieme �nito o numerabile di simboli di ostante.Come nel linguaggio proposizionale, altri onnettivi possono essere de�niti in terminidi quelli presentati sopra. L'insieme dei onnettivi he abbiamo introdotto non�e minimale, per esempio, ome si vedr�a nel seguito, il simbolo di quanti�azioneesistenziale 9 pu�o essere de�nito in termini di quello universale: 9 = :8:.Osserviamo he i onnettivi proposizionali, le variabili e le parentesi sono on-siderati simboli logii, in quanto sono gli elementi immutabili ostituenti ogni lin-guaggio del primo ordine. Gli altri simboli, io�e i simboli di prediato, di ostantee di funzione, sono onsiderati parametri poih�e possono essere diversi, a seondadel linguaggio. Molti testi preferisono hiamare l'insieme dei parametri una \se-gnatura" del linguaggio, in quanto i simboli della segnatura ontraddistinguono illinguaggio stesso.Si osservi he gli insiemi dei simboli di ostante e funzione possono essere vuoti;non sono quindi essenziali nella de�nizione di una logia del primo ordine; vieversal'insiemedei simboli di prediato { nel aso in ui il simbolo di uguaglianza sia assente{ deve essere non vuoto. L'insieme dei simboli di variabile �e in�nito: vogliamo infattiavere sempre a disposizione variabili \freshe" da utilizzare nelle formule.Per le variabili, nel seguito, piuttosto he usare pedii, preferiamo usare le ul-time lettere dell'alfabeto minusole: x; y; w; z; t. Inoltre, indiheremo i simboli di



6.1. Linguaggi del primo ordine 119prediato on P;Q;R; S; : : :, oppure on parole on iniziale maiusola. Indihe-remo i simboli di funzione on f; g; h; : : : , oppure on parole on iniziale minusola.Ometteremo l'apie he denota l'arit�a quando questa sar�a hiara dal ontesto; in-�ne, indiheremo le ostanti on le lettere minusole della prima parte dell'alfabetooppure on nomi on iniziale minusola.Aluni testi preferisono non inserire i simboli di ostante nell'alfabeto, inserendoal loro posto simboli di funzioni 0-arie. I simboli di prediato a un argomento, io�edi arit�a 1, vengono anhe detti monadii.Aluni linguaggi del primo ordine inludono tra i simboli logii il simbolo diuguaglianza, indiata on =. Il simbolo di uguaglianza �e un simbolo di prediatobinario he si distingue dagli altri simboli di prediato perh�e �e un simbolo logioe ha un'interpretazione pre�ssata: qualunque sia il linguaggio del primo ordine equalunque sia l'interpretazione he se ne d�a, il simbolo di uguaglianza deve essereinterpretato ome l'identit�a sul dominio di interpretazione.La ragione per la denominazione \primo ordine" sar�a hiarita nel seguito.Prima di iniziare l'esposizione delle regole di ostruzione delle formule della logia,diamo qui di seguito aluni esempi di linguaggi del primo ordine. Naturalmente,tutti ondividono i simboli logii diversi dall'uguaglianza.Esempio 45 Il linguaggio puro dei prediati:Uguaglianza: assente;Simboli di prediato n-ari: P n1 ; P n2 ; : : :;Simboli di ostante: 1; 2; : : :;Simboli di funzione n-ari, n > 0: nessuno.Esempio 46 Il linguaggio della teoria degli insiemi:Uguaglianza: presente;Simboli di prediato: un simbolo di prediato binario 2;Simboli di ostante: ;;Simboli di funzione n-ari, n > 0: nessuno.Esempio 47 Il linguaggio della teoria elementare dei numeri:Uguaglianza: presente;Simboli di prediato: un simbolo di prediato binario <;Simboli di ostante: 0;Simboli di funzione: un simbolo di funzione unario s, he sta per la funzionesuessore, e i simboli di funzione binari + e �, he stanno per l'addizione ela moltipliazione, rispettivamente.



120 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IACome gi�a detto, un linguaggio del primo ordine �e spei�ato dall'insieme dei suoisimboli di prediato, dall'insieme dei suoi simboli di funzione e di ostante. Ovveroesso �e spei�ato dai parametri.Diamo qui di seguito aluni esempi di rappresentazione di frasi in linguaggi delprimo ordine. Se vogliamo rappresentareAluni medii sono arroganti;Qualhe operaio �e metalmeanio; (6.1)useremo un linguaggio del primo ordine puro (si veda l'esempio 45) e sriveremo:a) 9x(Medio(x) ^ Arrogante(x));b) 9x(Operaio(x) ^Metalmeanio(x)): (6.2)Osserviamo he abbiamo usato il quanti�atore esistenziale 9 per rappresentare\aluni medii" e \qualhe operaio"Notare he on la formalizzazione appena esposta, di fatto noi i diiamo siuridell'esistenza di medii arroganti e di operai metalmeanii. Diverso sarebbe ilsigni�ato se formalizzassimo le due frasi di 6.1 ome:a0) 9x(Medio(x)! Arrogante(x));b0) 9x(Operaio(x)!Metalmeanio(x)): (6.3)In questo aso di fatto non asseriamo l'esistenza di un medio. Infatti la formulaa0 di 6.3, essendo del tipo M ! A �e vera anhe quando la premessa �e falsa. Ana-logo ragionamento vale per la formula b0. Quindi la di�erenza sostanziale tra latraduzione 6.2 e la 6.3, �e he la prima asserise l'esistenza di medii arroganti e dioperai metalmeanii, la seonda no. Questa osservazione trover�a ulteriore appro-fondimento quando parleremo di semantia della logia del primo ordine.Questo esempio mette in lue una forma di ambiguit�a del linguaggio naturale.Quale tra la prima e la seonda rappresentazione sia pi�u aurata dipende dal on-testo del disorso.Supponiamo invee di voler rappresentare in logia del primo ordine la frase:Tutti i pastiieri sanno fare la pasta frolla. (6.4)anhe in questo aso useremo un linguaggio del primo ordine puro (si veda l'esempio45) e sriveremo: 8x(Pastiiere(x)! SaFare(x; pasta-frolla)): (6.5)Per rappresentare \tutti i pastiieri" abbiamo usato il quanti�atore universale 8.Per quanto riguarda invee la formalizzazione di questa frase non sorgono ambi-guit�a nella selta dei onnettivi. Infatti, l'utilizzo del onnettivo ^ sembra del tuttoinappropriato in quanto:8x(Pastiiere(x)^ SaFare(x; pasta-frolla)) (6.6)



6.1. Linguaggi del primo ordine 121starebbe a signi�are he tutti (gli esseri umani) sono pastieri e sanno fare lapasta frolla, il he siuramente non riette quello he la frase in 6.4 signi�a. Nes-suna delle due formule in 6.5 e 6.6 omunque asserise l'esistenza di pastieri: tuttele propriet�a sono infatti vere sull'insieme vuoto. Anhe su questo torneremo quandointrodurremo la semantia della logia del primo ordine, dove vedremo he, perovviare al fatto he anhe la seonda formula di 6.6 possa essere vauamente ver-i�ata, si assume he il dominio di intepretazione delle variabili sia non vuoto perde�nizione.Supponiamo, ora, di volere rappresentare frasi del tipo:Qualunque oggetto appartiene a un insieme di oggetti.Se due insiemi di oggetti hanno gli stessi elementi, allora sono uguali. (6.7)Per rappresentare in un linguaggio del primo ordine le frasi in 6.7, notiamo heesse parlano di \insiemi", di \elementi di insiemi" e di \appartenenza", dunque illinguaggio del primo ordine presentato nell'esempio 46 �e il pi�u appropriato:1: 8x9y(x 2 y)2: 8y8z(8x(x 2 y $ x 2 z)! y = z) (6.8)Osserviamo he abbiamo trattato sia gli insiemi he gli elementi he a essi apparten-gono ome oggetti individuali. Questa formalizzazione quindi non sar�a sempre ap-propriata.In�ne ostruiamo alune frasi in ui si trattano i numeri naturali.Due pi�u due �e uguale a quattro;Per ogni numero x e y la somma di x e del suessore di y�e uguale al suessore della somma di x e y;Ogni numero diverso da zero �e suessore di qualhe numero. (6.9)Per tali frasi, usiamo il linguaggio introdotto nell'esempio 47:s(s(0)) + s(s(0)) = s(s(s(s(0))))8x8y((x+ s(y)) = s(x+ y))8x(x 6= 0! 9y(x = s(y))) (6.10)dove a 6= b �e una abbreviazione per :(a = b). Si osservi he in (6.10) si assume hele variabili denotino numeri.De�niamo ora le espressioni legali del linguaggio L, io�e le formule. Esse hannoquelle aratteristihe importanti he abbiamo gi�a visto per il linguaggio propo-sizionale: si possono omporre dando luogo a nuove espressioni legali e sono un in-sieme induttivo. Nel aso di un linguaggio del primo ordine gli elementi dell'insiemesi ompongono utilizzando i simboli logii e i parametri del linguaggio.Per de�nire le formule dobbiamo prima de�nire i termini e le formule atomiheo atomi.



122 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IADe�nizione 6.1 [Termini ℄ L'insieme Term dei termini di L �e l'insieme indut-tivo de�nito ome segue:1. Ogni simbolo di ostante e di variabile �e un termine;2. Se t1 : : : tn sono termini e f �e un simbolo di funzione n-aria, f(t1; : : : ; tn) �e untermine (detto termine funzionale).De�nizione 6.2 [Atomi ℄ L'insieme Atom degli atomi o formule atomihe �ede�nito induttivamente ome segue:1. ? e > sono atomi;2. Se t1 e t2 sono termini allora t1 = t2 �e un atomo;3. Se t1; : : : ; tn sono termini e P �e un simbolo di prediato n-ario P (t1; : : : ; tn) �eun atomo.L'insieme FBF delle formule ben formate di L �e l'insieme delle espressioni he pos-sono essere ostruite a partire dai termini e dagli atomi usando opportunamente ionnettivi e i quanti�atori. In genere hiameremo una formula ben formata sem-pliemente formula, o anhe enuniato.De�nizione 6.3 [FBF ℄ L'insieme delle formule di L �e l' insieme induttivo de�nitoome segue:� Ogni atomo �e una formula;� Se A �e una formula :A �e una formula;� Se Æ �e un onnettivo binario, A e B due formule, A ÆB �e una formula;� Se A �e una formula, x una variabile, 8xA e 9xA sono formule.Denotiamo, nel seguito, le formule di L sia on le lettere dell'alfabeto greo �; �; ;�;  ; : : :, sia on lettere maiusole della prima parte dell'alfabeto, A, B, C, : : :.Insiemi di formule verranno indiati on lettere grehe maiusole �, � o anhe onalune lettere maiusole, tipo T .La preedenza tra gli operatori logii �e stabilita ome segue:8;9;:;^;_;!; $e, ome nel aso proposizionale, si assume he tutti gli operatori assoino a destra.Esempio 48 Si onsideri il seguente enuniato senza parentesi:8xP (x)! 9y9zQ(y; z)^ :8xR(x)introduendo le parentesi per segnare la preedenza fra gli operatori otteniamo:(8xP (x))! ((9y(9zQ(y; z)))^ (:(8xR(x)))):



6.1. Linguaggi del primo ordine 123Inoltre quando uno stesso simbolo di quanti�azione si ripete, invee di srivere 8x8ypossiamo srivere 8xy, analogamente quando si ripete il quanti�atore esistenziale.Conludiamo questo paragrafo on qualhe altro esempio relativo ai linguaggiintrodotti preedentemente negli esempi 45 { 47.Esempio 49 Sia L un linguaggio puro dei prediati. Il seguente enuniato espressonella lingua italianaOgnuno ama qualuno e nessuno ama tutti, oppure qualuno ama hiun-que e qualuno non ama nessuno�e rappresentato in L ome:(8x9y ama(x; y) ^ :9x8y ama(x; y)) _ (9x8y ama(x; y) ^ 9x8y: ama(x; y)):Esempio 50 Sia L il linguaggio della teoria degli insiemi. L'enuniatoNon esiste un insieme tale he tutti gli insiemi siano suoi elementi�e rappresentato in L ome: :9x8y(y 2 x):Osserviamo he le variabili x e y utilizzate, denotano insiemi.Esempio 51 Sia L il linguaggio della teoria elementare dei numeri. L'enuniatoNon esiste un numero pi�u grande di tutti i numeri�e rappresentato in L ome: :9y8x(y > x):6.1.1 Variabili libere e legateIn una formula atomia, per de�nizione, non oorrono quanti�atori, ma possonoomparire variabili.Consideriamo le seguenti formule non atomihe di L:1: 8x9y9z(Mamma(y;x)^Babbo(z; x))2: F ilm(x)^ Bello(x) (6.11)In 1 le tre variabili x, y e z sono quanti�ate. Possiamo parafrasare l'enuniatoome segue \Ognuno ha un padre e una madre". Qualunque sia il disorso in uiesprimiamo questa frase, essa pu�o essere vera o falsa2, omunque �e dotata di senso.In 2, invee, la variabile x oorre libera, poih�e non i sono quanti�atori hela legano. Possiamo parafrasare la formula 2 di 6.11 ome \un �lm bello", ma nonsappiamo di quale �lm si stia parlando. Per dare un senso alla formula 2, essa2Falsa, per esempio se la interpretiamo nell'insieme degli essere umani vivi.



124 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IAdeve essere inserita in un disorso pi�u ampio he, eventualmente, i permetta diindividuare di quale �lm si tratti, o he dia he la propriet�a �e vera per tutti i �lm,o he ne esiste qualuno. Una variabile libera denota un individuo rispetto a unontesto. In un erto senso, in italiano, ome in un linguaggio del primo ordine,una frase on variabili libere si pu�o onsiderare ome una parte ostitutiva di unafrase pi�u ampia. Ad esempio \un �lm bello" pu�o essere parte di una frase del tipo\Giuseppe mi ha detto he ieri ha visto un �lm bello al Warner Village, il titolo del�lm �e `Matrix' ". Vedremo meglio osa questo signi�hi quando i ouperemo dellasemantia di L.Veniamo ora alla de�nizione di variabili libere. Per far i�o de�niamo primal'insieme delle variabili he oorrono in un termine e in una formula atomia.De�nizione 6.4 L'insieme var(t) delle variabili di un termine t �e de�nito omesegue:i. var(t) = ftg, se t �e una variabile;ii. var(t) = ;, se t �e una ostante;iii. var(f(t1; : : : ; tn)) = n[i=1var(ti)Un termine si die hiuso { o anhe ground { se non ontiene variabili.De�nizione 6.5 L'insieme delle variabili in una formula atomia R(t1; : : : ; tn) �e:var(R(t1; : : : ; tn)) = n[i=1 var(ti)Un atomo si die hiuso { o anhe ground { se non ontiene variabili.Ovviamente le variabili he oorrono nei termini e negli atomi possono solo esserelibere, in quanto gli unii operatori he \legano" variabili sono i quanti�atori.Prima di fornire una de�nizione di oorrenza libera o legata di variabili in unaformula, de�niamo il ampo d'azione di un quanti�atore.De�nizione 6.6 Nella formula 8xA, il ampo d'azione del quanti�atore 8x �e A.Nella formula 9xA, il ampo d'azione del quanti�atore 9x �e A.Un quanti�atore 8x, 9x \lega" le (eventuali) oorrenze libere della variabile quan-ti�ata x nel ampo d'azione A. Si noti he la nozione di ampo di azione �e oerenteon la onvenzione he stabilise le preedenze dei onnettivi.Esempio 52 La formula: 8x8y:A^ 8zB ! 9uCsi legge: ((8x(8y(:A)))^ (8zB))! (9uC):Quindi, C �e il ampo d'azione di 9u; B �e il ampo d'azione di 8z; :A �e il ampod'azione di 8y; 8y(:A) �e il ampo d'azione di 8x.



6.1. Linguaggi del primo ordine 125�E hiaro he qualunque lettura diversa da quella onvenzionale va imposta tramiteun appropriato uso delle parentesi.De�niamo ora, riorsivamente, osa signi�a per una variabile x oorrere liberain una formula:De�nizione 6.71. Se A �e un atomo, x oorre libera in A se x oorre in A;2. x oorre libera in (:A) se x oorre libera in A;3. x oorre libera in (A ÆB) se x oorre libera in A o x oorre libera in B;4. x oorre libera in 8zA (rispettivamente 9zA) se x oorre libera in A e x 6= z.Si noti quindi he l'insieme delle variabili libere di 8xA e di 9xA �e:var(8xA) = var(9xA) = var(A)� fxg:De�nizione 6.8 Una oorrenza di una variabile x, in una formula, si die vino-lata o legata se non �e libera.Quindi, le oorrenze legate di una variabile x in una formula 8xA sono quella dopoil quanti�atore 8 e le eventuali oorrenze libere di x nella formula A; queste ultimesono dette oorrenze proprie.De�nizione 6.9 Un enuniato { detto altrimenti formula hiusa { �e una formulasenza oorrenze libere di variabili.Esempio 53 Consideriamo la formula:8x(P (x)! Q(x; y))La variabile x �e nel ampo di azione del quanti�atore 8x ed �e legata da 8x, quindiha due oorrenze (proprie) legate, mentre la variabile y ha una oorrenza libera.Nel seguito hiameremo oorrenze di una variabile legata solo le oorrenze pro-prie. Osserviamo he una stessa variabile pu�o oorrere sia libera he legata in unaformula.Esempio 54Nella formula 8x(9yP (x; y) ! Q(x; y)) la variabile x ha due oorrenze legate,mentre la variabile y ha una oorrenza libera (quella in Q(x; y)) e una legata.Nella formula 8x(Q(x) ^ 9yR(y; x)) la variabile x ha due oorrenze legate dalquanti�atore 8x, mentre la variabile y ha una oorrenza legata dal quanti�atore9y.Nella formula 8x(Q(x) ^ 9xR(x; x)) la variabile x ha tre oorrenze legate, laprima, quella in Q(x) dal quanti�atore 8x, le altre dal quanti�atore 9x.



126 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IALe variabili legate sono talvolta dette \mute", in quanto il nome usato per esse�e irrilevante ai �ni del signi�ato della formula. Questo sar�a pi�u hiaro quandointrodurremo la semantia delle formule on quanti�atori, ma gi�a da ora �e faileonvinersi he alle formule 8xP (x) e 8yP (y) vogliamo attribuire lo stesso signi�-ato, he dipender�a dal dominio di interpretazione e dal signi�ato he daremo alsimbolo di prediato P , ma non dai nomi x e y usati per le variabili.Si osservi omunque he sostituzioni di una variabile legata al posto di un'altrain una formula quanti�ata, senza he i�o ambi il signi�ato della formula, possonoessere fatte solo se questo non ambia i legami, ome il seguente esempio mostra.Esempio 55Nella formula 8x(Q(x)^ 9yR(y; x)), sostituendo tutte le oorrenze di y on t otte-niamo: 8x(Q(x)^ 9tR(t; x)), a essa equivalente.Nella formula 8x(Q(x) ^ 9yR(y; x)), sostituendo tutte le oorrenze di y on x ot-teniamo: 8x(Q(x)^ 9xR(x; x)). Le due formule non sono equivalenti dal punto divista della semantia, perh�e i quanti�atori agisono diversamente sulle variabili.Su questo argomento torneremo nel paragrafo 6.2.1, dove parleremo di equivalenzasemantia; �e infatti l'equivalenza semantia a legittimare il fatto he due diversesritture per una formula possano essere onsiderate identihe e siano interambia-bili.6.1.2 EseriziEserizio 126 Si individuino le variabili on oorrenze libere e legate nelle seguentiformule:8x(9yP (x; y)! 9z(Q(y; z)! R(x; y) ^ P (x; y)));(8x(9yP (x; y)! 9z(Q(y; z))))! R(x; y) ^ P (x; y);(8x(9yP (x; y)))! (9z(Q(y; z)! R(x; y) ^ P (x; y))):Eserizio 127 Srivere un eleno di almeno diei enuniati in ui una o pi�u pro-priet�a sono vere per tutti gli individui di un dato insieme.Eserizio 128 Rappresentare in un linguaggio puro del primo ordine i seguentienuniati:Se �e vero he ogni avo di un avo di un individuo �e anhe avo dello stessoindividuo, allora deve esistere una persona he non ha avi;Tutte le donne sono belle e qualhe uomo �e bello.Eserizio 129 Rappresentare in un linguaggio del primo ordine on uguaglianza ilseguente enuniato:



6.2. Interpretazioni e modelli 127Il pap�a di Gennaro batte a sopone i pap�a di tutti i bambini del quartiereSanta Luia.Eserizio 130 La de�nizione data nel paragrafo 6.1.1 di oorrenza di variabilelibera in una formula fa un taito uso del teorema di riorsione ui abbiamo aen-nato nel primo apitolo. Proviamo, dunque a de�nire una funzione h sulle formuleatomihe ome segue:h(x) = ( 1 se la variabile x oorre in �0 altrimentiestendere la funzione h alla funzione h de�nita su tutte le formule di L, in modotale he h(x) = 1 sse x oorre libera in �. L'esistenza di un'unia funzione h heestende h �e garantita sia dal teorema di riorsione he dal fatto he l'insieme delleformule di L �e un insieme induttivo.6.2 Interpretazioni e modelliNella logia proposizionale abbiamo introdotto delle funzioni di assegnazione heassoiano un valore di verit�a alle lettere proposizionali e, quindi, riorsivamenteagli enuniati. La nozione di interpretazione nella logia proposizionale i serveper sapere se la rappresentazione della realt�a he abbiamo dato per mezzo deglienuniati �e vera o falsa. Essa autorizza solo una rappresentazione super�iale in uigli oggetti del linguaggio hanno un valore di verit�a, ma non �e possibile determinareuna orrispondenza tra oggetti sintattii e oggetti del mondo reale. Nella logia delprimo ordine abbiamo invee la possibilit�a di interpretare i simboli del linguaggio permezzo di strutture. Una struttura del primo ordine �e un oggetto matematio he ipermette di tradurre formule, espresse nel linguaggio del primo ordine, in espressionihe hanno un signi�ato spei�o relativamente alla struttura, io�e la realt�a hestiamo rappresentando. Per questo motivo una struttura �e un oggetto formale pi�uomplesso di una interpretazione proposizionale, poih�e �e neessario individuarel'insieme degli oggetti su ui si quanti�a e osa denotano gli altri parametri dellinguaggio, ovvero i prediati, le ostanti e le funzioni.Intuitivamente una struttura per L deve forniri una funzione he assegni alquanti�atore 8 un insieme non vuoto di elementi. Questa funzione, �e la funzione diinterpretazione e l'insieme non vuoto di elementi �e il dominio di tale interpretazione.Pi�u formalmente, diiamo he:De�nizione 6.10 Una struttura per il linguaggio L �e una oppia A3 = hD; Ii dove:� D �e un insieme non vuoto hiamato dominio di A;3Il simbolo A, �e la A maiusola dell'alfabeto gotio.



128 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IA� I �e una funzione hiamata interpretazione. I assoia:{ a ogni simbolo di ostante  un elemento I 2 D;{ a ogni simbolo di funzione n-aria f una funzione f I : Dn ! D;{ a ogni simbolo di prediato n-ario P una relazione n-aria P I � Dn.La de�nizione preedente i die he l'interpretazione I assegna un preiso signi�atoa iasun parametro di L. In partiolare, il simbolo  �e un nome per l'elemento I ,he �e un individuo (o un punto) di D; la formula atomia P (t1; : : : ; tn) denota lan-upla di individui in D he sono a loro volta denotati da t1; : : : ; tn e he stannofra loro nella relazione P I ; la funzione f(t1; : : : ; tk) denota l'operazione f I in Dsull'n-upla di individui denotati da t1; : : : ; tk. Osserviamo he �e rihiesto he ildominio sia non vuoto e he la funzione f I sia de�nita su tutto il dominio. Ildominio D �e il riferimento per l'interpretazione dei quanti�atori: 8x signi�a perogni elemento di D; 9x signi�a esiste un elemento di D. Come ovvio, I non forniseun'interpretazione per =;> e ? in quanto sono simboli logii e non parametri dellinguaggio, quindi la loro interpretazione �e �ssata.Esempio 56 Supponiamo di avere il linguaggio puro dei prediati, presentato nell'e-sempio 45 e il seguente enuniato: 8x9yP (x; y) (6.12)Sia D, l'insieme degli esseri umani e P I = l'insieme delle oppie hA;Bi, tale he B�e padre di A. Allora l'enuniatoTutti gli esseri umani hanno un padre�e la orretta interpretazione dell'enuniato 6.12 he intuitivamente �e vero. Se on-sideriamo l'interpretazione I 0, tale per ui P I 0 �e l'insieme delle oppie hA;Bi, talehe B �e madre di A, abbiamo un enuniato analogo: \Tutti gli esseri umani hannouna madre".Sia ora D l'insieme dei numeri naturali e J una interpretazione tale he P J siainterpretato ome l'insieme delle oppie hm;ni, tale he m < n, allora l'enuniato:Per ogni numero naturale ne esiste uno maggiore�e la orretta interpretazione di 6.12 e l'enuniato �e anora intuitivamente vero.Per potere aratterizzare il signi�ato di verit�a in una struttura �e neessario de�nireome vengono interpretate le variabili.De�nizione 6.11 Sia Var l'insieme delle variabili di un linguaggio del primo or-dine L, una assegnazione, o ambiente, o stato delle variabili � in una strutturaA = hD; Ii �e una funzione dall'insieme delle variabili Var all'insieme D:� : Var 7! D.



6.2. Interpretazioni e modelli 129Un'assegnazione � quindi �e una maniera di assoiare un valore alle variabili dellinguaggio L.A questo punto de�niamo la nozione di formula A vera in una struttura A. Ilsigni�ato intuitivo �e he A �e vera in una struttura A = hD; Ii se e solo se �e vera latraduzione di A in D ottenuta assegnando un valore alle variabili per mezzo di unaassegnazione �.Per dare una de�nizione preisa, �e neessario prima estendere la funzione diinterpretazione ai termini del linguaggio.De�nizione 6.12 Sia A = hD; Ii una struttura per L e sia � una assegnazione.Estendiamo tale assegnazione a una assegnazione � = hI; �i sui termini, riorsiva-mente ome segue:� Per ogni variabile x, xI;� = x�;� Per ogni ostante , I;� = I ;� Se t1; : : : ; tn sono termini ed f �e una funzione n-aria, alloraf(t1; : : : ; tn)I;� = f I (tI;�1 ; : : : ; tI;�n ):Osserviamo he l'esistenza di un'unia � �e assiurata dal teorema di riorsione, sullabase del fatto he l'insieme dei termini �e un insieme induttivo generato liberamente.Un'assegnazione � �e quindi una maniera di assoiare un valore ai termini dellinguaggio L. La de�nizione 6.12 infatti assoia un elemento del dominio D ad ognitermine del linguaggio. Se il termine �e hiuso, ovviamente il suo valore non dipendedall'assegnazione �.Esempio 57 Sia L spei�ato da un simbolo di quanti�atore 8, da un simbolo diprediato binario �, un simbolo di funzione unaria s, un simbolo di funzione binaria+ e un simbolo di ostante �. De�niamo A ome segue:D = N�I = fhm;nijm � ngsI �e la funzione suessore s, io�e sI(n) = (n+ 1);+I �e l'operazione di addizione;�I = 0.Pi�u sempliemente possiamo presentare la struttura A omeA = hN; h�; s;+; 0ii o anhe A = hN;�; s;+; 0i:Dato s(s(0)) + x, un termine di L, se �ssiamo l'interpretazione �, tale he x� = 9,allora (s(s(0)) + x)I;� = 11. Se onsideriamo il solo termine s(s(0)) questo �e un ter-mine hiuso e, dunque, il suo signi�ato { he �e 2 { �e indipendente dall'assegnazione� he abbiamo utilizzato per interpretare la x in A.



130 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IAA questo punto, de�nita una funzione he d�a signi�ato (io�e un valore) alle variabili,estesa quest'ultima ai termini del linguaggio, rispetto a una struttura in ui vengonointerpretati prediati e funzioni, possiamo assoiare a ogni formula un valore diverit�a, quindi de�nire la nozione di soddisfaibilit�a e validit�a.Lo faiamo introduendo una relazione di soddisfaibilit�a j= tra struttura eformula, relativamente a una assegnazione �. La soddisfaibilit�a di una formula �,in una struttura A e rispetto a una assegnazione � alle variabili, �e denotato on:A; � j= � (6.13)he, intuitivamente, die he la struttura A soddisfa � sse �e vera l'interpretazionedi � determinata da A e in ui una variabile x { ovunque oorra libera in � { �evalutata ome x�.De�niamo, dunque, la relazione di soddisfaibilit�a j= induttivamente ome segue(dove \non j=" �e sritto ome \ 6j="):De�nizione 6.13 [Soddisfaibilit�a delle formule ℄ Sia A = hD; Ii unastruttura per il linguaggio L e � una assegnazione in A.1. (A; �) j= > e (A; �) 6j= ?;2. Se A �e una formula atomia del tipo P (t1; : : : ; tn), allora(A; �) j= P (t1; : : : ; tn) sse htI;�1 : : : tI;�n i 2 P I ;3. se A �e una formula atomia del tipo t1 = t2 allora(A; �) j= t1 = t2 sse tI;�1 = tI;�2 ;4. (A; �) j= :A sse (A; �) 6j= A;5. (A; �) j= A ^ B sse (A; �) j= A e (A; �) j= B;6. (A; �) j= A _ B sse (A; �) j= A oppure (A; �) j= B;7. (A; �) j= (A! B) sse (A; �) j= A implia he (A; �) j= B;8. (A; �) j= (A $ B) sse (A; �) j= A e (A; �) j= B oppure (A; �) 6j= A e (A; �) 6j=B;9. (A; �) j= 8xA sse per ogni d 2 D �e veri�ato he A j= A(�[d=x℄);10. (A; �) j= 9xA sse esiste un d 2 D per ui �e veri�ato he A j= A(�[d=x℄).Dove l'assegnazione �[d=x℄ india la funzione he si omporta esattamente ome �eetto he sulla variabile x, dove assume il valore d:�[d=x℄(y) = ( d se y = xy� se y 6= x



6.2. Interpretazioni e modelli 131Osserviamo he nel punto 3 della de�nizione 6.13 abbiamo usato il simbolo =sia ome simbolo logio in t1 = t2 sia per denotare l'identit�a sul dominio. Ab-biamo fatto un abuso linguistio; in realt�a avremmo dovuto, sin dall'inizio, denotarel'uguaglianza on un simbolo peuliare, del tipo �. Tuttavia, invee di appesantire lasimbologia, i aÆdiamo al ontesto per individuare quando trattiamo l'uguaglianza(sintattia, ome in t1 = t2) o l'identit�a (semantia, ome in tI;�1 = tI;�2 ).Notiamo he, di�erentemente dal aso proposizionale, qui non abbiamo primafornito una funzione di valutazione e poi una relazione di soddisfaibilit�a, ma ab-biamo subito introdotto la relazione j=.Esempio 58 Analizziamo il aso delle due seguenti formule4:1. 9x(P (x) ^ Q(x))2. 9x(P (x)! Q(x))In base a quanto visto nella de�nizione preedente al punto 10, esse sono veri�atein una struttura A sse esiste un d 2 D per il quale �e veri�ato he A j= (P (x) ^Q(x))(�[d=x℄) e A j= (P (x)! Q(x))(�[d=x℄).Nel aso della formula 1 questo vuol dire he esiste un d 2 D tale he d 2 P I \QI(riordiamo he D �e per de�nizione non vuoto). Quindi i sottoinsiemi di D assoiatida I a P e Q, rispettivamente, sono non vuoti e hanno intersezione non vuota (essaontiene almeno d).Nel aso della formula 2 questo vuol dire he esiste un d 2 D tale he d 2 P I[QI.Quindi la formula 9x(P (x)! Q(x)) �e resa vera addirittura da tutti gli elementi deldominio, se I assoia P al sottoinsieme vuoto di D.Quindi, mentre dal fatto he la formula 1 �e veri�ata in una struttura onseguehe il prediato he interpreta P ha una estensione5 non vuota in quella struttura,dalla formula 2 non possiamo trarre la stessa onlusione.Esempio 59 Analizziamo le formule:3. 8x(P (x)^ Q(x))4. 8x(P (x)! Q(x))In base alla de�nizione 6.13, punto 9, la formula 3 die he sia P he Q hannoun'estensione non vuota, anzi entrambe oinidono on l'intero dominio D (rior-diamo he D �e per de�nizione non vuoto); la 4 i die soltanto he l'estensione diP �e ontenuta in quella di Q, ma non eslude a�atto il aso in ui l'estensione di Psia vuota, n�e he entrambi P e Q abbiano un'estensione vuota.Nella de�nizione 6.13, per il punto 9 si ha he, se A �e hiusa (io�e non ontiene varia-bili libere), il suo valore di verit�a non dipende dal partiolare stato delle sue variabili(o assegnazione) �. D'altro anto, �e evidente he la soddisfaibilit�a di una formula �on variabili libere, in una struttura A, dipende essenzialmente dall'assegnazione �4Le formule disusse in questo esempio e nel prossimo hanno la stessa struttura di quelle in 6.2,6.3, 6.5 e 6.6 a pagina 120.5Riordiamo he si die estensione di un prediato l'insieme degli elementi he lo soddisfano.



132 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IAalle variabili x di �, mentre non importa ome � interpreti le altre variabili. Questo�e assiurato dal seguente teorema:Teorema 6.14 Sia � una formula e A una struttura del primo ordine. Siano �1 e�2 due assegnazioni alle variabili he onordano su tutte le variabili he oorronolibere in � allora: A; �1 j= � sse A; �2 j= �:Possiamo, dunque, dire in generale he una formula A di L �e soddisfaibile se esisteuna struttura A = hD; Ii e una assegnazione alle variabili � tale he (A; �) j= A.Il teorema 6.14 pu�o essere generalizzato ome segue:Teorema 6.15 Siano A e B due strutture he hanno lo stesso dominio e he on-ordano nell'interpretazione di tutti i parametri he oorrono in �. AlloraA; � j= � sse B; � j= �:Dimostrazione Per induzione su �. Sia A = hD; Ii e B = hD; I 0i.(Passo Base) Sia � una formula atomia del tipo P (t1; : : : ; tn) e A; � j= P (t1; : : : ; tn)allora htI;�1 ; : : : ; tI;�n i 2 P I . Per ipotesi, per ogni n-upla hs1; : : : sni 2 Dn, hs1; : : : sni 2P I sse hs1; : : : sni 2 P I 0. Inoltre tI;�i = tI 0;�i ,1 � i � n, per ipotesi; dal teorema 6.14onsegue he B; � j= P (t1; : : : ; tn).(Passo Induttivo) Sia � del tipo � Æ � (on Æ onnettivo binario), oppure del tipo:�, per questi asi �e immediato appliare l'ipotesi induttiva.Sia � del tipo 8x , allora le variabili libere di � sono quelle di  , eetto la x. E, peripotesi induttiva A; � j=  sse B; � j=  . Siome A e B hanno lo stesso dominio,abbiamo he �[d=x℄ si omporta nello stesso modo sulle due strutture; dal teorema6.14 onsegue he A; � j= 8x sse B; � j= 8x .Il aso del quanti�atore esistenziale �e analogo. 2Esempio 60 Consideriamo la struttura de�nita nell'esempio 57 e la formula:8x8y(P (x; y)! 9zP (y; z))Se l'interpretazione di P �e �, la formula i die he per ogni oppia di numerihx; yi on x � y esiste un numero z tale he y � z. �E hiaro he per veri�arela soddisfaibilit�a di questa formula in A, omunque �ssiamo una assegnazione allevariabili libere, dobbiamo onsiderare tutti gli elementi del dominio D = N; siomenon i sono variabili libere nella formula, per il teorema 6.14 l'assegnazione � �eininuente.In virt�u dei preedenti teoremi abbiamo he la soddisfaibilit�a per le formule hiuse�e e�ettivamente indipendente dall'assegnazione alle variabili libere. In altri termini,si pu�o veri�are he: A; � j= �, dove � �e una formula hiusa, o per ogni assegnazione� oppure per nessuna. Pertanto, data una formula hiusa �, o � �e vera in A oppure�e falsa. Questo non vale per le formule aperte.Se L �e un linguaggio del primo ordine, possiamo dare le seguenti de�nizioni.



6.2. Interpretazioni e modelli 133De�nizione 6.16 Se per una formula A 2 L, (A; �) j= A �e veri�ato per ogniassegnazione alle variabili, allora sriviamo A j= A e diiamo he A �e un modellodi A, ovvero he A �e vera in A.De�nizione 6.17 Una formula A 2 L �e valida sse �e vera in tutte le strutture di Le lo sriviamo j= A.Possiamo estendere quanto detto sopra a un insieme qualunque di formule di L.De�nizione 6.18 Un insieme di formule � �e soddisfaibile se esiste una strutturaA ed una assegnazione � tale he (A; �) j= A per ogni A 2 �.Come abbiamo osservato preedentemente, per le formule hiuse la soddisfaibilit�anon dipende dalle assegnazioni, quindi la soddisfaibilit�a per una formula hiusa Aoinide on la verit�a.De�nizione 6.19 Sia � un insieme di formule e A una formula. Allora � implialogiamente A, sritto � j= A, sse per ogni struttura A del linguaggio e ogni as-segnazione � alle variabili, tale he (A; �) j= B per ogni B 2 �, �e veri�ato he(A; �) j= A.La preedente de�nizione di impliazione logia, relativamente a formule, non �el'unia he si possa dare. In verit�a e ne �e un'altra, ovvero:Sia � un insieme di formule e A una formula. Allora � implia logiamente A,sritto � j= A, sse per ogni struttura A per il linguaggio e ogni assegnazione � allevariabili, tale he (A; �) j= B per ogni B 2 �, �e veri�ato he per ogni assegnazione�0, (A; �0) j= A.Noi adottiamo la 6.19. La di�erenza �e signi�ativa, prinipalmente in relazione alteorema di deduzione he vedremo nel prossimo apitolo.Per le formule hiuse, siome l'assegnazione � �e ininuente, le due de�nizionioinidono. Ovvero, se A �e un enuniato, � j= A sse ogni modello di � �e un modellodi A.Dato un dominio e un insieme di ostanti, funzioni e prediati su di esso, li possiamoonsiderare una struttura per intepretare i parametri di un linguaggio del primoordine. Un modo ovvio per ostruire un tale linguaggio �e usare una segnatura in uii sia esattamente un simbolo per ogni ostante, funzione e prediato della struttura.Ad esempio alla strutturahD;RI1; : : : ; RIn; f I1 ; : : : ; f Im; I1; : : : ; Ikiassoiamo il linguaggio del primo ordine la ui segnatura �ehR1; : : : ; Rn; f1; : : : ; fm; 1; : : : ; ki:Indihiamo questo linguaggio on LA. In altre parole, LA �e il linguaggio spei�atodall'insieme dei parametri he sono interpretati nella struttura A: per ogni relazionen- aria RIi in LA '�e un simbolo di prediato n-ario Ri, e analogamente '�e nellinguaggio un simbolo per iasuna funzione e ostante della struttura.



134 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IAEsempio 61 Una struttura A = hN;+;�; 0i ha assoiato un linguaggio LA in uioorrono due simboli di funzione binari, per denotare l'addizione e la moltipliazionerispettivamente, e un simbolo di ostante per denotare lo zero.6.2.1 Equivalenza semantiaL'equivalenza semantia nella logia del primo ordine si de�nise ome segue.De�nizione 6.20 Due formule P e Q si diono semantiamente (o logiamente)equivalenti se per tutte le strutture A e tutte le assegnazioni � si ha he:A; � j= P sse A; � j= Q:In questo aso si srive P � Q.Sulla base della de�nizione di equivalenza semantia si pu�o dimostrare he due for-mule he di�erisono solo per il nome delle variabili mute sono semantiamenteequivalenti. Per dimostrare i�o introduiamo il seguente lemma di sostituzione.Lemma 6.211. Se y non oorre in t allora tI;�[d=x℄ = t[y=x℄I;�[d=y℄2. Se y non oorre in P allora per tutte le interpretazioni A e tutte le asseg-nazioni � si ha he: A; �[d=x℄j= P sse A; �[d=y℄j= P [y=x℄:Dimostrazione La dimostrazione si e�ettua mediante induzione strutturale sui ter-mini, per il aso 1 e sulle formule, per il aso 2. Essa �e lasiata al lettore (si vedal'eserizio 143). 2Teorema 6.22 Se y non oorre in P1. 9xP � 9yP [y=x℄2. 8xP � 8yP [y=x℄.Dimostrazione Segue immediatamente dal lemma 6.21. 2A questo punto possiamo rendere pi�u preise le orrelazioni tra il quanti�atoreuniversale ed esistenziale.Teorema 6.231. 8xP � :9x:P



6.2. Interpretazioni e modelli 1352. :8xP � 9x:P3. 9xP � :8x:P4. :9xP � 8x:P .Dimostrazione Tutte le equivalenze su esposte sono onseguenze immediate dellede�nizioni. Dimostriamo la 1. Dobbiamo dimostrare he (A; �) j= 8xP sse (A; �) j=:9x:P . Ma (A; �) j= 8xP , per de�nizione, vuol dire he per ogni d 2 D, dominio diA si ha he A j= 8xP [d=x℄; questo vuol dire he per nessun d 2 D (A; �) j= :P [d=x℄,quindi (A; �) 6j= 9x:P [d=x℄; quindi (A; �) j= :9x:P [d=x℄.Gli altri asi sono lasiati al lettore (si veda l'eserizio 144). 2Analogamente si pu�o dimostrare he l'ordine dei quanti�atori dello stesso tipo �eirrilevante ai �ni del signi�ato di una formula e he un quanti�atore pu�o essereanellato se la variabile da esso quanti�ata non oorre libera nel suo ampod'azione:Teorema 6.241. 8x8yP � 8y8xP2. 9x9yP � 9y9xP3. 8xP � P se x 62 var(P )4. 9xP � P se x 62 var(P ).Dimostrazione Lasiata al lettore (si veda eserizio 145). 2Osserviamo he i quanti�atori sono distributivi rispetto ai onnettivi ^ e _, maon alune restrizioni:Teorema 6.251. 8x(P1 ^ P2) � 8xP1 ^ 8xP22. 9x(P1 _ P2) � 9xP1 _ 9xP23. 8x(P1 _ P2) � 8xP1 _ P2 se x 62 var(P2)4. 9x(P1 ^ P2) � 9xP1 ^ P2 se x 62 var(P2).Dimostrazione Lasiata al lettore (si veda eserizio 146). 2Osserviamo in�ne he le ondizioni x 62 var(P2), nei asi 3 e 4 del preedente teoremasono essenziali infatti:Esempio 62 Si pu�o veri�are he



136 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IA1. 8x(P1 _ P2) 6� 8xP1 _ 8xP22. 9x(P1 ^ P2) 6� 9xP1 ^ 9xP2Un faile ontroesempio per provare he 8x(P1 _ P2) non �e semantiamente equi-valente a 8xP1 _ 8xP2 �e il seguente: dire \Tutti i numeri naturali sono minori omaggiori di 100" �e vero, ed �e ben diverso rispetto a dire \Tutti i numeri naturalisono minori di 100, oppure tutti i numeri naturali sono maggiori di 100".Un ontroesempio per provare he 9x(P1 ^ P2) non �e logiamente equivalente a9xP1 ^ 9xP2 �e il seguente: dire he \Esiste un numero pari ed esiste un numerodispari" �e ben diverso dal dire he \Esiste un numero he �e pari e dispari".Indihiamo generiamente on Q un quanti�atore: Q 2 f8;9g. Sui quanti�a-tori valgono le seguenti equivalenze.Teorema 6.261. Q1x(P1 _Q2xP2) � Q1xQ2z(P1 _ P2[z=x℄)2. Q1x(P1 ^Q2xP2) � Q1xQ2z(P1 ^ P2[z=x℄)se z 62 var(P1) [ var(P2).Dimostrazione Lasiata al lettore (si veda l'eserizio 147). Si noti he la ondizionez 62 var(P1)[ var(P2) pu�o essere sempre veri�ata, previa una opportuna ridenomi-nazione delle variabili. 2Presentiamo ora le equivalenze he illustrano le relazioni tra i quanti�atori e ilonnettivo di impliazione.Teorema 6.27 Sia P2 una formula in ui x non oorre libera1. 8xP1 ! P2 � 9x(P1 ! P2)2. 9xP1 ! P2 � 8x(P1 ! P2)3. P2 ! 8xP1 � 8x(P2 ! P1)4. P2 ! 9xP1 � 9x(P2 ! P1).Dimostrazione Lasiata al lettore (si veda l'eserizio 148). 2Esempio 63 La formula 9x(P (x)! 8xP (x))�e valida6.6La validit�a della formula dell'esempio 63 pu�o sembrare ontrointuitiva, in quanto una letturaper essa �e: \Esiste un uomo he, se porta il appello lui, portano il appello tutti", he �e paradossale.Infatti questa formula �e anhe nota ome \il paradosso del appello". Ma se i �diamo delledimostrazioni dobbiamo redere he �e valida!



6.2. Interpretazioni e modelli 137Infatti 9x(P (x) ! 8xP (x)) �e logiamente equivalente a 9x(P (x) ! 8yP (y)) he,per il punto 1 del teorema 6.27, �e logiamente equivalente a8xP (x)! 8yP (y)he �e istanza della tautologia A! A.Un altro modo per onvinersene �e il seguente: 9x(P (x) ! 8yP (y)) �e logia-mente equivalente a 9x(:P (x) _ 8yP (y)) e l'esistenziale distribuise sull'or (punto2 del teorema 6.25), per ui �e logiamente equivalente a 9x:P (x) _ 9x8yP (y)) he�e logiamente equivalente a: :8xP (x) _ 8yP (y)), istanza della tautologia :A _A.6.2.2 EseriziEserizio 131 Fornire un enuniato interpretato nella struttura dell'esempio 57.Eserizio 132 Dimostrare il teorema 6.14, per induzione, usando la de�nizioneriorsiva di soddisfaibilit�a.Eserizio 133 Fornire tre esempi di formule on variabili libere he non sono n�evere n�e false in una data struttura A.Eserizio 134 Veri�are le seguenti:1. 8xQ(x) j= Q(y);2. Q(x) 6j= 8yQ(y);3. 8xQ(x) j= 9yQ(y);4. 9x8yP (x; y) j= 8y9xP (x; y);5. 8y9xP (x; y) 6j= 9x8yP (x; y);6. j= 8x(Q(x)! 9xQ(x)).Eserizio 135 Considerare la struttura dell'esempio 57 e veri�are se(A; �) j= 8yP (y; x)nel aso in ui P �e � e x� = 0.Eserizio 136 Rappresentare la seguente grammatia ome un insieme di formuledel primo ordine: S ::= PN PVPN ::= ART N j PNPV ::= V T NP j V IN ::= ragazzojragazzaNP ::= FranesojGiovannaART ::= unjunojiljlojlaV T ::= amaV I ::= ride



138 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IASia � l'insieme di formule he rappresentano al primo ordine la grammatia. Sia �l'enuniato \il ragazzo ama Giovanna". Dimostrare he � j= �.Eserizio 137 Sia data una struttura A = hN;+;�; 0i e la formula  = 9z(x� z =y) nel linguaggio del primo ordine, on uguaglianza, LA. Consideriamo la sequenzadi elementi fdkgk2N , di D, de�nita da dk = k + 2. Veri�are se tale sequenza dielementi soddisfa o meno  in A.Eserizio 138 Considerare il seguente insieme di formule �7:1: 8x(Canarino(x)! Uello(x))2: 8x(Struzzo(x)! Uello(x))3: 8x(Passero(x)! Uello(x)4: 8x(Uello(x)^ :Eezione(x)! V ola(x))5: Canarino(titti)^ Struzzo(fred) ^ Passero(alfredo)Sapendo he gli struzzi sono gli unii a fare eezione, veri�are se1: � j= V ola(alfredo)2: � j= :V ola(titti)3 � j= :(V ola(titti)^ V ola(fred))Rappresentare i modelli di �. Suggerimento: si usi ome dominio per interpretare iparametri l'insieme dei parametri stessi. Cio�eA = hfalfredo; titti; fredg; V ola; Uello; Canarino : : :i:Eserizio 139 Sia � un insieme di formule e � una formula. Dire se nel aso inui � 6j= � si pu�o o meno dedurre he � j= :�.Eserizio 140 Considerare il seguente insieme � di formule:1: 8x(Dalmata(x)! Cane(x))2: 8x(Cane(x)!Mammifero(x))3 8x(Mammifero(x)! Animale(x))� rappresenta una gerarhia, io�e un albero la ui radie �e etihettata da Animale(x)e iasun nodo del ramo, di ui Dalmata(x) �e foglia, �e etihettato da un prediato.Estendere la gerarhia srivendo opportune formule nella logia del primo ordine peraggiungere le foglie { e i nodi neessari per onnettere le foglie alla radie etihettatada Animale(x) { per i seguenti animali:4: P itone(x);5: Balena(x);6: Delfino(x);7: Canguro(x):7Quanto desritto nell'eserizio �e un esempio usato omunemente nelle aree di rieradell'intelligenza arti�iale he studiano il \ragionamento di senso omune".



6.2. Interpretazioni e modelli 139(forse non �e superuo riordare he balene e del�ni sono mammiferi, mentre i an-guri non lo sono).Sia �+ l'insieme delle formule he rappresentano la gerarhia os�� estesa, unitamentealle seguenti formule: 8: Dalmata(pongo);9: P itone(gustavo);10: Balena(margherita)11: Delfino(giordano);12 Canguro(mario):Veri�are he la gerarhia ampliata sia tale he i seguenti sono soddisfatti:a: �+ j=Mammifero(margherita)b: �+ j= :Mammifero(mario)Eserizio 141 De�nire una struttura A = hD; Ii in ui la formula8x9yR(x; y)sia vera.Eserizio 142 De�nire una struttura A = hD; Ii in ui la formula8x8yR(x; y)sia vera.Eserizio 143 Dimostrare il lemma 6.21.Eserizio 144 Completare la dimostrazione del teorema 6.23.Eserizio 145 Dimostrare il teorema 6.24.Eserizio 146 Dimostrare il teorema 6.25.Eserizio 147 Dimostrare il teorema 6.26.Eserizio 148 Dimostrare il teorema 6.27.



140 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IA6.3 RiepilogoIn questo apitolo abbiamo introdotto la logia del primo ordine o alolo dei predi-ati. Abbiamo dapprima presentato:1. il linguaggio, io�e l'insieme delle formule ben formate, del alolo dei prediati.A tal �ne abbiamo illustrato:(a) i simboli logii;(b) i simboli di ostante, variabile, prediato e funzione;() la nozione di termine, di atomo e di formula;(d) i quanti�atori esistenziale ed universale;(e) la nozione di variabile libera e legata;(f) abbiamo in�ne illustrato attraverso esempi l'uso dei quanti�atori.2. Abbiamo poi introdotto la semantia per il alolo dei prediati, presentando:(a) la nozione di struttura di interpretazione;(b) la nozione di soddisfaibilit�a e onseguenza logia;() la nozione di modello;(d) abbiamo in�ne illustrato molte equivalenze semantihe in formule heoinvolgono quanti�atori.



Capitolo 7Sistemi deduttiviin logia del primo ordineNella logia proposizionale gli apparati deduttivi non sono essenziali per stabilire lavalidit�a di una formula, infatti per veri�are se una formula proposizionale �e unatautologia basta ostruire la tabella dei valori di verit�a ad essa assoiata. Invee,ome abbiamo notato alla �ne del apitolo preedente, stabilire la validit�a di unaformula nella logia del primo ordine �e estremamente pi�u omplesso. La validit�ainfatti omporta una veri�a su tutte le possibili strutture, he possono essere inquantit�a non numerabile e on domini di qualunque ardinalit�a. Quindi, aquistapartiolare rilevanza la omponente della logia he onerne l'apparato deduttivoe la sua orrettezza e ompletezza rispetto alla semantia.Avere a disposizione un apparato deduttivo orretto e ompleto rispetto allasemantia signi�a he, quando i domandiamo se j= A, per rispondere possiamoutilizzare un metodo di dimostrazione, ovvero un metodo he utilizza una sequenza�nita di argomenti he i onvinono he e�ettivamenteA �e valido. Oppure, quandoi domandiamo se � j= A, possiamo utilizzare un metodo di dimostrazione perveri�are, on un numero �nito di argomenti, he A onsegue da �. E questo anhequando � �e in�nito, infatti una deduzione di una formula A da un insieme � �e unasequenza �nita hA1; : : : ; Ani tale he An = A, pertanto nella derivazione di A da �utilizziamo solo un insieme �nito di ipotesi. Vedremo infatti he anhe per la logiadel primo ordine vale un teorema di ompattezza. Inoltre, nella dimostrazione delteorema di ompletezza, vedremo he si pu�o ostruire un modello anonio per lalogia del primo ordine, e he la veri�a della validit�a di una formula si pu�o di fattoriondurre alla veri�a su questo modello.Un altro aspetto importante �e la possibilit�a di enumerare e�ettivamente i teo-remi, e peri�o le formule valide. Presenteremo un teorema he die he l'insiemedelle formule valide �e e�ettivamente enumerabile. Da notare he un ragionamentoanalogo non si pu�o fare per i non teoremi, he non ostituisono un insieme riorsi-141



142 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IAvamente enumerabile. Quindi l'insieme dei teoremi della logia del primo ordine �eriorsivamente enumerabile, ma non riorsivo, io�e �e semideidibile.Per potere trattare la nozione di deduzione nella logia del primo ordine dobbia-mo approfondire due onetti. Il primo riguarda il modo in ui si omportano itermini, e le variabili libere he in essi ompaiono, il seondo onerne il ruolo hehanno le tautologie proposizionali, nella deduzione di una formula del primo ordineda un insieme (eventualmente vuoto) di formule.7.1 SostituzioniIntroduiamo preliminarmente aluni onetti. Come vedremo nel seguito, si pos-sono sostituire termini al posto di variabili libere all'interno delle formule, tuttaviai�o �e possibile sotto erte ondizioni.De�nizione 7.1 Una sostituzione �e una funzione1 dall'insieme delle variabili Varall'insieme dei termini Term, io�e � : Var 7! Term. Dato un termine t, t� �ede�nito riorsivamente ome segue:i. >� = > e ?� = ?;ii. se  �e un simbolo di ostante, � = ;iii. se x �e un simbolo di variabile, x� = �(x);iv. se f �e un simbolo di funzione di arit�a n, allora f(t1; : : : ; tn)� = f(t1�; : : : ; tn�).La sostituzione � di un termine t al posto di un simbolo di variabile x �e indiata da� = ft=xg.Lemma 7.2 Se t �e un termine e � �e una sostituzione, allora t� �e un termine.Dimostrazione Per induzione strutturale su t.(Passo Base) Se t =  allora t� =  e quindi t� �e un termine. Se t = x allora� = ft0=xg o � = ft0=yg per qualhe termine t0, nel primo aso x� = �(x) = t0 e nelseondo x� = x. In entrambi i asi x� �e un termine.(Passo Induttivo) Sia t = f(s1; : : : ; sn), per de�nizione t� = f(s1�; : : : ; sn�); peripotesi induttiva, per ogni i, si� �e un termine t0i , dunque t� = f(t01; : : : ; t0n) �e untermine. 2Nel seguito onsidereremo solo quelle sostituzioni � tale he x� 6= x e l'insiemedi variabili he soddisfano tale ondizione �e �nito. In altri termini parliamo disostituzioni ome insiemi ft1=x1; : : : ; tn=xng, in ui, per ogni i, xi� = ti 6= xi.Le sostituzioni si possono fare anhe nelle formule, tenendo in onto il fatto heesse non possono modi�are una variabile legata da un quanti�atore. A questo �neindihiamo on �x una sostituzione he si omporta ome � tranne per il fatto he1La sriveremo in notazione post-�ssa.



7.1. Sostituzioni 143non ambia la variabile x. Ovvero �x(x) = x e �x(y) = �(y). Utilizzando questanotazione, possiamo estendere la nozione di sostituzione alle formule.De�nizione 7.3 Data una formula � la formula �� �e de�nita nel seguente modo:i. se � = P (t1; : : : ; tn) �e una formula atomia, allora�� = P (t1; : : : ; tn)� = P (t1�; : : : ; tn�);ii. se � = (:A) allora �� = (:A)� = :(A�);iii. se � = (A Æ B) allora �� = (A Æ B)� = A� ÆB�, per ogni onnettivo binarioÆ;iv. se � = (8xA) allora �� = (8xA)� = 8x(A�x);v. se � = (9xA) allora �� = (9xA)� = 9x(A�x).Nel seguito useremo la onvenzione he se � = ft=xg allora sriveremo A[t=x℄ inveedi A�.Consideriamo il seguente esempio.Esempio 64 Sia � = fa=x; b=yg. Allora[8xR(x; y)! 9yR(x; y)℄� = [8xR(x; y)℄�x! [9yR(x; y)℄�y= [8xR(x; b)℄! [9yR(a; y)℄ :Introduiamo ora la nozione di termine libero per una variabile.De�nizione 7.4 Se A �e una formula, t un termine e y1; : : : ; yn le variabili di t,allora si die he t �e libero per la variabile x nella formula A se nessuna oorrenzalibera di x in A si trova nel ampo d'azione di un quanti�atore 8yi.Esempio 65 Consideriamo il termine t = f(x; y) e la formula A = 8x(P (x) !Q(y)); la variabile y oorre libera in A, ma il termine f(x; y) non �e libero per yperh�e la x del termine t si trova nel ampo di azione del quanti�atore.Il termine x �e libero per y nella formula A = Q(y), ma non lo �e nella formulaA = 8xP (x; y); infatti, se sostituiamo la y on la x in A otteniamo la formula8xP (x; x) di molto di�erente dall'originale.Se �1 e �2 sono due sostituzioni, essendo delle funzioni, possiamo parlare di ompo-sizione: essa �e denotata da �1Æ�2 o anhe �1�2. Si pu�o dimostrare (si veda l'eserizio152) he la omposizione di sostituzioni �e assoiativa, ovvero se � e � sono sosti-tuzioni, si ha he per iasun termine t (t�)� = t(��). Le nozioni appena introdottesono neessarie per garantire l'assoiativit�a delle sostituzioni. Senza onsiderare lanozione di termine libero per una formula e quindi di sostituzione libera per unaformula, l'assoiativit�a non �e veri�ata.



144 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IAEsempio 66 Consideriamo la formula 8yR(x; y) e le sostituzioni � = fy=xg e � =f=yg. Pertanto �� = f=x; =yg. Ora, se faiamo sostituzioni non libere abbiamo:8yR(x; y)�y = 8yR(y; y) e 8yR(y; y)�y = 8yR(y; y) o (8yR(x; y)�y)�y = 8yR(y; y).Ma 8yR(x; y)(�y�y) = 8yR(x; y)(f=x; =yg)y = 8yR(; y). Quindi non varrebbel'assoiativit�a delle sostituzioni.De�nizione 7.5 La nozione di sostituzione �, libera per una formula A, �e de�nitainduttivamente ome segue:1. Se A �e un atomo, � �e libera per A;2. � �e libera per (:A) se � �e libera per A;3. � �e libera per (A ÆB) se � �e libera per A e per B;4. � �e libera per 8xA (9xA) se �x �e libera per A e se, per ogni variabile y diversada x, y� �e un termine libero per x in A.Esempio 67 Nell'esempio 66 il termine x� non �e libero per la variabile y.7.1.1 EseriziEserizio 149 Dire se il termine y + z �e libero per x in1. 8xz(P (x; z)^ Q(x; z))2. 8tw(P (t; w) ^Q(x; z))3. 8yz(P (y; z)^Q(x; z)):Eserizio 150 Individuare le sostituzioni libere he permettono di trasformare leseguenti formule: a1 in a2, b1 in b2 e 1 in 2:a1 8x(P (x) ^Q(y; z) ^R(f(z))a2 8x(P (x) ^Q(a; b) ^R(f(b))b1 8xP (x; y; z)b2 8xP (x; z; y)1 W (x; y; x)2 W (a+ b; x; a+ b):Eserizio 151 Dire se le formule 2, 3, 4 e 5 possono essere ottenute per sostituzionedalla 1, e in aso positivo individuare le sostituzioni:



7.2. Tautologie e sostituzione uniforme 1451. P (x; y; x)2. P (a; b; a)3. P (a; b; b)4. P (a; a; a)5. P (a+ b; ; b+ a):Eserizio 152 Dimostrare he, se � �e una sostituzione libera per la formula � e ��e una sostituzione libera per �� allora (��)� = �(�� ).Eserizio 153 Provare he, se � �e una sostituzione libera per la formula �:1. � j= ��2. 8x� j= 8x��Eserizio 154 Data la seguente formula F :F = :8y(x = y) (7.1)Srivere per esteso le formule 8xF ! F [z=x℄8xF ! F [y=x℄7.2 Tautologie e sostituzione uniformeCome nel alolo proposizionale, anhe nella logia del primo ordine utilizziamo laregola di sostituzione uniforme (SU).De�nizione 7.6 Data una formula proposizionale A, una formula A0 di un linguag-gio del primo ordine L, si die istanza di A se A0 �e il risultato della sostituzioneuniforme di formule di L al posto dei simboli proposizionali in A.Si pu�o failmente dimostrare he la logia del primo ordine estende la logia propo-sizionale, nel senso he le tautologie proposizionali sono shemi validi anhe nellalogia del primo ordine, io�e le formule ottenute per sostituzione uniforme da unatautologia del alolo proposizionale sono valide. L'istanza di una tautologia propo-sizionale �e una formula valida del primo ordine, ma, ome gi�a osservato nel paragrafo6.2.1 non �e vero il vieversa, io�e non tutte le formule valide del primo ordine sonoistanze di tautologie proposizionali.



146 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IAAbbiamo visto, nel alolo proposizionale, he per determinare la validit�a di unaformula �e suÆiente onsiderare solo un numero �nito di assegnazioni di valori diverit�a alle lettere proposizionali. Per iasuna di tali assegnazioni l'estensione alleformule pu�o essere fatta seguendo le tabelle di verit�a. Abbiamo visto he, per questo,la logia proposizionale �e deidibile.Di�erentemente da una tale proedura �nitaria, nella logia del primo ordinedobbiamo onsiderare non solo tutte le strutture A del linguaggio (ovvero ogni in-sieme non vuoto), ma per iasuna di tali strutture dobbiamo prendere in onside-razione tutte le possibili assegnazioni � alle varibili he soddisfano, in A, la formulaA in questione. Quindi se il dominio D �e in�nito tutto i�o non �e e�ettivamenterealizzabile. In altri termini, l'insieme delle formule valide della logia del primoordine non �e deidibile. Tuttavia la nozione di validit�a, ome vedremo nel prossimoparagrafo, �e equivalente alla nozione di derivabilit�a, per mezzo della quale saremoin grado di mostrare he l'insieme delle formule valide �e e�ettivamente enumerabile.Si pu�o quindi apprezzare ome la nozione sintattia di derivabilit�a e la di-mostrazione di orrettezza e ompletezza di un apparato deduttivo aquistino nellalogia del primo ordine una importanza ben maggiore di quanta ne avessero nelalolo proposizionale.7.2.1 EseriziEserizio 155 Dimostrare he la formula del primo ordine(8x9yP (x; y))! ((9y8xP (x; y))! (8x9yP (x; y)))ottenuta dalla tautologia proposizionale P ! (Q ! P ) per mezzo di sostituzioneuniforme �e una formula valida.Eserizio 156 Fornire tre esempi di formule valide del primo ordine he non sianoistanze di tautologie proposizionali.7.3 Sistema hilbertianoin logia del primo ordineIn questo paragrafo introduiamo l'apparato deduttivo di Hilbert per la logia delprimo ordine.Nello stabilire l'insieme dei teoremi della logia del primo ordine, si parte da uninsieme ostituito dai tre shemi di assioma del alolo proposizionale (si veda ilparagrafo 4.1) ui ne vengono aggiunti due he trattano le formule quanti�ate.



7.3. Sistema hilbertianoin logia del primo ordine 147De�nizione 7.7 L'insieme Ax-fol degli assiomi logii del sistema hilbertiano �el'insieme di tutte le formule he si ottengono sostituendo uniformemente formule alposto delle variabili A B e C nei seguenti shemi:1. (A! (B ! A));2. ((A! (B ! C))! ((A! B)! (A! C))) ;3. ((B ! :A)! ((B ! A)! :B));4. 8xA[x℄! A[t=x℄ dove t �e libero per x in A.5. 8x(A ! B) ! (A ! 8xB) se A �e una formula he non ontiene oorrenzelibere di x.L'insieme delle regole di inferenza del sistema hilbertiano �e ostituito da:modus ponens (MP): A A! BBgeneralizzazione (Gen): A8xAL'insieme degli assiomi logii e delle regole di inferenza sopra de�niti ostituise unsistema formale assiomatio, hiamato sistema di Hilbert.Dunque una struttura per il sistema assiomatio di Hilbert �e una struttura hesoddisfa gli assiomi sopra de�niti. Tale struttura esiste sempre, ovvero un alolo deiprediati on gli assiomi sopra introdotti �e soddisfaibile. Per ostruire una strutturasi�atta �e suÆiente prendere A = hD; Ii on D ostituito da un solo elemento.Dimostriamo ora, ome abbiamo fatto per il alolo proposizionale, he i teoremidel sistema di Hilbert sono esattamente le formule logiamente valide; ovvero hela hiusura deduttiva di Ax-fol seondo MP e Gen oinide on l'insieme delleformule valide. Cio�e dimostriamo he l'apparato deduttivo �e orretto e ompleto.La nozione di dimostrazione si pu�o failmente mutuare da quella fornita peril alolo proposizionale. Ugualmente tutte le nozioni e propriet�a date a riguardodell'operatore `H nei apitoli preedenti si possono estendere alla logia del primoordine. In partiolare la nozione di onsistenza.Tuttavia, di�erentemente dal aso proposizionale, il teorema di deduzione nonvale nella sua forma generale, ome si pu�o vedere dal prossimo esempio:Esempio 68 Consideriamo l'atomo P (x), abbiamo P (x) ` P (x); per Gen ab-biamo P (x) ` 8xP (x), tuttavia 6` P (x) ! 8xP (x). Prendiamo un modello A =hf2; 3; 4g; f2; 4gi, e una assegnazione �, tale he x� = 4. Abbiamo A; � j= P (x) manon �e vero he A; � j= 8xP (x)Pertanto �e proprio la regola di generalizzazione he rende il teorema di deduzioneinappliabile nella sua formulazione generale, ma esso vale sotto erte restrizioni. Atal �ne dobbiamo introdurre la nozione di dipendenza di una formula da altre.



148 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IADe�nizione 7.8 Siano � un insieme di formule e A una formula di �, sia S =hA1; : : : ; Ani una sequenza di formule in �, diiamo he Ai dipende da A nellasequenza S se:i. Ai = A 2 �;ii. Ai �e ottenuto per MP o Gen da preedenti formule in S dove alune di taliformule dipendono da A.In sostanza la nozione di dipendenza di una formula da un altra �e un modo perostruire un legame tra due formule in una dimostrazione e serve per irosriverel'appliazione della regola Gen:Teorema 7.9 [Teorema di deduzione ℄ Si assuma he �; A ` B e he, nelladeduzione di B da � [ fAg, l'appliazione della regola Gen a una formula Bi hedipende da A oinvolga solo variabili he non oorrono libere in A e quanti�ate inBi, allora � ` A! B:Dimostrazione La dimostrazione �e analoga al aso proposizionale, dunque i limitia-mo a dimostrare il aso in ui qualhe Bi �e ottenuto per generalizzazione da qualheBj , j < i, on Bi = 8xBj, nella sequenza B1 : : : ; Bn = B di formule he ostituisela dimostrazione di B da � [ fAg.Per ipotesi induttiva � ` A! Bj e, per ipotesi del teorema, Bj non dipende daA oppure x non �e una variabile libera di A.SeBj non dipende da A allora, per induzione sulla dimostrazione di Bj da � e perde�nizione induttiva di dipendenza, abbiamo � ` Bj e quindi, per generalizzazione,abbiamo � ` 8xBj. Pertanto � ` Bi.Se Bj dipende da A, allora per ipotesi x non �e una variabile libera di A; alloraper lo shema d'assioma e (io�e ` 8x(A ! Bj) ! (A ! 8xBj)) e per il fatto heda � ` A! Bj, per Gen, si ha he: � ` 8x(A! Bj). Mediante MP otteniamo he� ` (A! 8xBj), ovvero he � ` (A! Bi). 2�E evidente he se A �e una formula hiusa le ipotesi del teorema 7.9 sono automati-amente soddisfatte, abbiamo quindi il seguente orollario:Corollario 7.10 Se A �e un enuniato allora�; A ` B sse � ` A! B:De�nizione 7.11 Un insieme di enuniati � in L �e onsistente se non esiste unaderivazione di A e :A da �; io�e se � 6` A ^ :A.La nozione di onsistenza per un insieme di enuniati del primo ordine �e analoga aquella fornita nel aso proposizionale.Prima di presentare il teorema di orrettezza introduiamo un lemma he iservir�a nella sua dimostrazione.



7.3. Sistema hilbertianoin logia del primo ordine 149Lemma 7.121. Ogni assioma logio �e valido;2. le regole di inferenza onservano la validit�a.Dimostrazione Lasiata al lettore (si veda l'eserizio 157). 2Teorema 7.13 [Correttezza ℄ Se � `H A allora � j= A.Dimostrazione Usando il lemma 7.12, si dimostra per induzione he ogni formula Ahe si pu�o dedurre da � �e logiamente impliata da �. Abbiamo i seguenti asi:1. A �e un assioma logio e quindi per il lemma 7.12 j= A e a maggior ragione� j= A;2. A 2 � e quindi ovviamente � j= A;3. A = 8xB �e ottenuto per Gen. Per ipotesi induttiva � j= B e per il lemma 7.12� j= 8xB; quindi � j= A;4. A �e ottenuta per MP da Ak e Ak ! A. Per ipotesi induttiva abbiamo he� j= Ak e � j= Ak ! A. Di nuovo per il lemma 7.12, � j= A. 2Teorema 7.14 [Completezza, G�odel 1930 ℄a) Se � j= A allora � `H A;b) Ogni insieme onsistente di formule ha un modello.Dimostrazione La dimostrazione, ome nel aso del alolo proposizionale, si basasulla ostruzione di un ontromodello per A ovvero di un modello per � [ f:Ag.Pertanto, on l'argomentazione he segue, dimostriamo anhe he i punti a e b sonoequivalenti.La dimostrazione viene fatta on i seguenti passi:1. Sia L il linguaggio di � he supponiamo numerabile. Per ipotesi � [ f:Ag �eonsistente, perh�e � 6` A. Estendiamo il linguaggio L al linguaggio L(C) heontiene un insieme numerabile di nuovi simboli di ostante i.2. Per ogni formula esistenziale di L, utilizzando le ostanti si aggiungono deitestimoni per le variabili esistenziali nel seguente modo:�0 = � [ f:Ag�i = f9x�(x)! �(i)g [�i�1per iasuna formula 9x�(x) 2 L,dove i �e un simbolo di ostante he non ompare in �i�1.



150 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IA3. Si mostra he ogni �i �e onsistente, in quanto supponendo �i�1 onsistente, se�i�1 [f9x�(x)! �(i)g �e inonsistente, segue he �i�1 ` :(9x�(x)! �(i))e, siome i non ompare in �i�1 allora �i�1 ` 8y:(9x�(x)! �(y)) ovvero�i�1 �e inonsistente; ontraddizione.4. Si mostra he l'insieme � = [�i �e onsistente.5. � pu�o quindi essere esteso a un insieme onsistente e massimale �0 he, per-tanto estende � [ f:Ag. Osserviamo he �0 �e un insieme di enuniati heontengono testimoni.6. Si mostra he � ha un modello partiolare, he hiameremo modello anonio,ostruito su lassi di equivalenza di enuniati, questo passo �e neessario perpotere interpretare l'uguaglianza. Infatti si ostruise il modello anonio Aprendendo ome dominio le lassi di equivalenza dei termini di L(C).7. Il modello anonio risulter�a essere un modello di � [ f:Ag.8. A questo punto abbiamo mostrato he � 6j= A e quindi la ompletezza. 2Teorema 7.15 [ Compattezza ℄i. Se � j= A allora per qualhe insieme �nito �0 � �, �0 j= A;ii. Se ogni sottoinsieme �nito �0 di � �e soddisfaibile allora � �e soddisfaibile.Dimostrazionei: Si onsideri he:� j= A implia � ` A per il teorema 7.14 (ompletezza)implia �0 ` A per qualhe sequenza �nita �0 = A1; : : : ; Animplia �0 j= A per il teorema 7.13 (orrettezza).ii: Se ogni sottoinsieme �nito �0 di � �e soddisfaibile allora, per la orrettezza,ogni sottoinsieme �nito �0 �e onsistente. Se per ogni �0 esiste un A tale he�0 6` A allora � �e onsistente. Per la nozione �nitaria di dimostrazione e perla ompletezza, � �e soddisfaibile. 2Per dimostrare la ompletezza, nella ostruzione dell'insieme �, si usa una teniaanaloga a quella usata per la ompattezza nel aso proposizionale. L'unia di�erenzasta nel fatto he l'insiememassimale viene ostruito usando un insieme di testimoni.Per la logia dei prediati si pu�o dimostrare he la relazione di onseguenza logia �eriorsivamente enumerabile, sotto determinate ondizioni.



7.3. Sistema hilbertianoin logia del primo ordine 151Teorema 7.16 L'insieme delle dimostrazioni di una formula valida di un linguaggionumerabile del primo ordine �e deidibile.Dimostrazione Sia D l'insieme delle dimostrazioni di A. Proviamo he esso �e de-idibile.Innanzi tutto riordiamo he, essendo il linguaggio L numerabile ed essendo FBFriorsivo, l'insieme delle formule di L �e deidibile. Quindi, data una qualunquesequenza �nita S = hA1; : : : ; Ani, per ogni Ai possiamo deidere se essa �e unaformula o no.Se, per qualhe i Ai non �e una formula, allora S 62 D . Altrimenti, se tutti glielementi di S sono formule, per stabilire se S �e o no una dimostrazione diA dobbiamostabilire se An = A e se Ai �e ottenuta per mezzo di regole di inferenza da preedentiAj, j < i o ome istanza di shema di assioma. Se S non passa qualuna di questeveri�he (iasuna delle quali �e deidibile) allora S 62 D . Altrimenti, S 2 D .Pertanto D �e deidibile. 2Teorema 7.17 L'insieme delle formule valide di un linguaggio numerabile del primoordine pu�o essere e�ettivamente enumerato.Dimostrazione Per il teorema preedente possiamo enumerare tutte le sequenzedi formule he ostituisono dimostrazioni di L. Ciasuna di esse �e della formaSi = hA1; : : : ; Anii e si onlude on il teorema A = Ani. Questo i permette dienumerare e�ettivamente i teoremi.Siome i teoremi sono tutte e sole le formule valide, abbiamo enumerato leformule valide. 2Quanto abbiamo visto nell'ipotesi he una formula sia valida, io�e onseguenza logiadi un � vuoto, pu�o essere esteso al aso in ui � �e un insieme deidibile:Corollario 7.18 Se � �e un insieme deidibile in un linguaggio enumerabile, alloral'insieme delle onseguenze logihe di � �e e�ettivamente enumerabile. 2Quindi, ovviamente, l'insieme dei teoremi �e e�ettivamente enumerabile.Inoltre, se � �e deidibile ed �e una teoria ompleta , ovvero � ` A oppure � ` :Aper ogni A (si veda la de�nizione 4.5), allora l'insieme delle formule logiamenteimpliate da � �e deidibile.D'altro anto abbiamo anhe il seguente teorema dovuto a Churh:Teorema 7.19 [Indeidibilit�a della logia dei prediati, Churh ℄ SiaL un linguaggio numerabile on almeno un simbolo di ostante , e un simbolo diprediato binario P . L'insieme delle formule valide non �e deidibile.La dimostrazione di questo teorema originariamente �e stata fatta sul linguaggiodella teoria elementare dei numeri (si veda esempio 47), tuttavia si �e mostrato he �esuÆiente he il linguaggio ontenga un simbolo di prediato binario. D'altro antose L ha solo 8 e un simbolo di prediato unario, allora l'insieme delle formule valide�e deidibile.



152 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IA7.3.1 EseriziEserizio 157 Dimostrare il lemma 7.12.Eserizio 158 Veri�are he dal teorema 7.15 si deriva he se � ha un modelloallora ogni sottoinsieme �nito di � ha un modello. In partiolare, veri�are he ipunti i e ii del teorema 7.15 sono equivalenti.Eserizio 159 Sia � = f�jA j= � e A �e �nitog, mostrare he l'insieme � �e e�etti-vamente enumerabile.Eserizio 160 Sia L un linguaggio on un numero �nito di parametri. Sia � uninsieme di enuniati tale he, per ogni � 2 � se 6j= � allora esiste un modello �nitoA tale he A j= :�. Mostrare he � �e deidibile esibendo una proedura e�ettivahe, per ogni � 2 �, stabilisa se � �e valido o meno.Eserizio 161 Sia � l'insieme delle formule � = 8x1 � � � 8xn dove  non ontienen�e simboli di funzione n�e quanti�atori. Mostrare � �e deidibile.7.4 Deduzione naturalein logia del primo ordineIl sistema deduttivo della deduzione naturale si estende alla logia del primo ordineaggiungendo alle regole per trattare le formule proposizionali presentate in 4.3, nuoveregole per trattare le formule quanti�ate universalmente ed esistenzialmente.Per le formule quanti�ate universalmentevengono introdotte le due regole seguenti:(8e) 8xAA[t=x℄(8i) A[y=x℄8xAdove x; y sono variabili e t �e un generio termine. La regola di eliminazione delquanti�atore universale ha un'ovvia lettura. Quella per l'introduzione �e una re-gola ondizionale: essa si pu�o appliare purh�e la variabile y non ompaia libera innessuna delle formule he ompaiono nelle foglie non anellate del sottoalbero laui radie �e A[y=x℄. Questo, informalmente, signi�a he y non �e stata usata inmodo essenziale nella derivazione di A[y=x℄ e non sono state fatte su di essa ipotesipartiolari, altrimenti non sarebbe pi�u \libera", quindi non sarebbe leito hiuderlauniversalmente.



7.4. Deduzione naturalein logia del primo ordine 153Per le formule quanti�ate esistenzialmente vengono introdotte le due regoleseguenti: (9e) 9xA [A[y=x℄℄CC(9i) A[t=x℄9xAIn (9e) la variabile y non pu�o omparire inC, n�e in nessuna delle foglie non anellatedel sottoalbero di radie C, a parte A[y=x℄. La restrizione ha un arattere analogoa quella preedentemente fatta per la regola (8i), io�e nella dimostrazione di C, suy non debbono essere state fatte ipotesi partiolari.Mostriamo ora un esempio di derivazione:Esempio 69 Dimostrare on la deduzione naturale he:8xP (x)! 9xP (x):[8xP (x)℄P (y) (8e)9yP (y) (9i)8xP (x)! 9xP (x) (! i)Il lettore pu�o failmente veri�are he le ondizioni per l'appliabilit�a delle regole(8i) ed (9e) sono essenziali per la orrettezza dell'apparato deduttivo della deduzionenaturale; infatti rilassando le ondizioni per l'appliabilit�a di dette regole si possonoderivare non teoremi, quali ad esempio: 9xP (x)! 8xP (x) (si veda l'eserizio 163).Per la deduzione naturale si possono dimostrare orrettezza e ompletezza; omenel aso proposizionale le dimostrazioni possono essere fatte direttamente o rion-duendo la deduibilit�a in deduzione naturale a quella nel sistema hilbertiano.7.4.1 EseriziEserizio 162 Dimostrare, usando la deduzione naturale he: ` 8x(P (x)! Q)!(9xP (x)! Q).Eserizio 163 Dimostrare he, rilassando le ondizioni per l'appliabilit�a delle re-gole (8i) ed (9e) pu�o derivare 9xP (x)! 8xP (x):



154 Carlui Aiello, Pirri - Dispense del Corso di IA7.5 RiepilogoIn questo apitolo, analogamente a quanto fatto nel apitolo 4 per la logia propo-sizionale, abbiamo presentato il sistema hilbertiano quale apparato deduttivo per lalogia del primo ordine.1. Per questa abbiamo dato il teorema di deduzione, di orrettezza e ompletezzadella deduzione rispetto alla onseguenza logia (`H � j=);2. abbiamo enuniato il teorema di ompattezza;3. abbiamo mostrato he l'insieme delle formule valide della logia del primoordine �e riorsivamente enumerabile;4. abbiamo in�ne mostrato he il alolo dei prediati non �e deidibile, ma solosemideidibile.Abbiamo poi presentato le regole della deduzione naturale per il primo ordine, onesempi di deduzioni.


